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这 一 套 韦 是 根据 日 本 岩 波 书店 出 版 的 “更 代 应 用 数学 讲座 ” 番 
TRUE. ABIL 1548 0049, AMA BRM RAS. A 
在 把 原来 同一 题目 分 成 两 册 或 三 册 的 加 以 合并 , Misa 42098, TR 
3 E EMT LOT HANK, | 

这 套 书 涉及 的 耳 很 广 ,其 内 容 都 和 现代 科学 技术 密切 有 尖 , 有 
一 定 套 考 价值 。 每 一 本 韦 收 策 的 剖 料 都 比较 丰 宰 ,而 急 迪 皂 杷 ,篇 
幅 不 多 ,有 利于 瓯 者 以 较 每 时间 掌 握 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 人 然 ， 
这 套 书 的 某 些 观 虑 不 尽 适合 于 我 国 的 情况 ， 但 其 右 法 可 供 寄 者 。 - 


因此, 翻 尘 出 版 钨 一 套 书 ,对 我 国学 术 界 是 有 所 助 丛 的 。 


L 


由 于 日 文 原 书 是 1957 EEH EN R, SEN TR 
和 智 幅 的 限制 不 可 避 锡 地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 尽 可 
BE HEIR D> RE Oy, PRICE RAR, Pe A RIF 
GEC, WIAA APSE) TER BIA, PERT Hs PEE 28 
价 , 提出 一 些 看 法 , d RED OLR CHRP, 在 文 内 过 于 
简略 或 不 足 的 地 万 添加 了 必要 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 错 . 
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数值 计算 法 ,又 有 数值 分 析 , 实用 分 析 等 等 的 名 称 。 这 门 学 科 
虽然 有 着 与 其 褒 是 科学 无 宁 吏 是 技术 更 为 恰当 的 一 面 ， 但 因为 最 
近 以 来 不 论 在 理论 方面 还 是 在 实际 方面 都 取得 了 显著 的 发 展 ， 团 
此 ,事实 上 已 经 成 为 (数学 的 ) 一 个 卓越 的 分 支 。 

现代 并 用 闭 从 笔算 一 直 汉 台式 计算 机 的 “手工 计算 ”和 从 穿孔 
卡 计算 机 一 直到 快速 电子 计算 机 的 “机 械 计 算 ”。 由 于 各 种 计算 
= PE Be PEPER LARUE LAO RES AGE, Pst 
这 种 状况 售后 还 会 继续 存在 下 去 。 不 过 ,总 的 说 来 ,在 售后 的 一 段 
AYA ADLER ET ORG AS ASLO oy Sea, i ee Cae 
Ji t VLG h B8 Eo ROC RE Se A E 
势 ,出 现 数值 计算 法 的 飞跃 发 展 是 可 以 预期 的 。 

本 韦 的 目的 在 于 把 数值 诈 算 中 常用 的 方法 及 及 这 些 广 法 中 
的 难点 和 处 理 法 作 一 个 概括 的 介 厚 。 内 容 并 不 全 面 , 面 是 足 可 能 
ETE FEA EA PEERK 10 p x 10 
Br—20 (hCG SP LIE Aag, (SEO ee, 
大 多 数 对 于 位 数 更 少 或 更 多 的 情形 ， 乃 至 对 于 快速 电子 计算 机 由 
是 适 骨 的 。 这 一 类 的 学 习 只 赁 看 书 是 不 行 的 , Er CURSOS DOLI RT 
时 ， 填 利用 附近 可 以 利用 淹 的 计算 工具 实际 练习 着 计算 是 最 重要 
的 。 这 是 作者 们 实行 过 的 学 习 方 法 , HA EER 
读者 。 | 
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高 的 效率 进行 在 他 们 工作 中 所 必要 的 计算 .同时 地 非常 希望 爱好 
数学 的 广大 总 者 能 够 由 于 发 人生 兴 趣 面 进入 这 一 分 支 ， 努 力 于 计算 
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和 的 实施 并 进一步 发 展 有 关 的 理论 和 方法 ， 如 果 本 书 能 成 为 汶 样 的 
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第 1 章 方程 的 解法 
$1 ACERT Gath) 


Hear 1 RARE Aa aC. TO eee Be LOR ee 
SoA. PPA ERRA AY Üramer XA. KAR 
TO RBS AS OPES, RTT AA AE, MA a a 
Wiha Aa A ety SAA, ABE, Æ ec Se 
sk. Gove sides va eg ntl PGR, op TET 
TASCA n1 PEER AS EE n—1 Re, AE RSS 
要 作 nlt +l) RAR. UA AIR, JA 
He BOR ae EAR AATE 8f DELIA 29 REC a) 例如 在 
n= 10 的 情形 大 的 需要 作 3.6x10° 次 乘法 。 加 果 用 诗 式 计算 机， 
假定 每 小 时 能 作 100 SOR, EER B ohi, 每 年 200 KR, BIERE 
年 工作 1000 小 时 计算 ,一 个 大 一 年 可 及 作 10° RAH, HERA RE 
的 速度 作 3.6 x 10° RHE Re 3600 年 的 时 间 。 显然 ; 这 是 完 

基于 于 不 的 理由 ,作为 联 立 工 次 方程 的 筝 法 ,必需 考 虚 另外 的 
方法 。 过 去 所 用 的 数值 解法 大 体 上 可 分 为 消去 法 和 渤 代 法 两 业 。 
ABE $1, § 2 HH MIRAE, WES 8 PRIA, Æ $4rh 
PPLE ALP RAD EPA A ERER BT ZEE. 
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PAPE AB 0 PR, SRA I A Er ee A SEU HR A — 12K 
知 数 的 专程 、 和 这些 中 癌 计 算 相 当 于 把 以 系数 (和 “右边 ) 为 分 量 的 
RRS, aL eRe. 因此 可 以 租 为 抽 
fleo dA : 


2 7 第 1 闪 方程 的 解法 


用 常数 o HEE (Cr, Ga, +++, Gn) TPE TEE (cas, 082, «++, Cla), 
Be KJE (Gi, Qa. oy 0) PR de (01, 03, +, 50) RI E RB TE 
i (a1 — bb, ag — hbo, ^, a, kb) PEER (linear) 运算 。 
例如 ,以 短 陆 
'Gii Oya lg Ga fs 
b» Gas gg tiga e (1.1) 
far “39 “sa Gaa fsa 
Mei, Tbh, OY DOE Ekan Pe 
Wh: 
[« Gig Uis M4 Cis 
Ü 2p Epa fz, G25 ‘ (1.2) 
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Wate (J=2, 058), 1.8) 
ER, OPRAH 
amau fi mag anal, (b= 2, 3; j=2, 8) (4 


RAIT. ORE a Ae acs ou HEIA (pivot) BJ 4 RHE 
(sweep-oui) $$. 

— JER ES m dT n A) 00 n) BERRE Qa) , El ae». 为 主 元 
SA AERA S Ga TS OT a A f 


Gs; = qu / Danja (f=, t+, qi) 5 (1.5) 
然后 关于 共 他 各 行 计算 
di; aj 一 CEET FL, rn, nj, (1.6) 
it j> a 
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arg pty § 11, 
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这 样 就 得 到 2e — 1, mue 0020-25, BER EERE (01) 的 第 六 列 
Bey JURE [n] o 

HERI 708 OAS TS Se ai DRS ce. THEO a aA 
TW Day aaa. TERRIR—ROP RGR AEB , 通常 由 左上 角 开 
Ao a FS) BIA BS mires IE, SOR, AR 
EW oy Bir mt, (EL ae SSE TCS AY Ja ER PA, RU 
行 的 元 素 为 0 的 刘 是 不 变 的 , 因此 , 在 已 上 的 计算 中 , 一旦 成 为 单 
fr rg i RI AC , Uc Bt BE , EC Fe 5 AREA A I ie s) 
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PP A ae TH a OTT pm ga CL. 6) SE eS FT. 
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Sr45yt2e=5, (1.7) 
&r-E8y 302—332, | 
3.1 Ft RL GEN c= —13, ys, 27-2, 
[ 注 1] d l.l db LANs, v, z— TBE (01.7) 的 三 个 方程 提 
出 素 的 共同 因素 。 右边 的 “4 MAREEA hA G m oque SE. f] 
(1) SER 2 SELL x, B R y, ARA 2 而 后 相 加 等 于 6 LL, RTL TB 
行 , 也 可 以 作 司 样 的 解释 。 特 别 是 ; £3 010) GR 1-22 -0-y + Oe = —18-1, Bi 
t= —13, 3S [B HB p; CED RE y= 8, fT OS ER:—32. 
[iE 2] (ERIS PMRW A UE: ADAE PUE AR, BUDE 
1.2 9/5525, PROSE, dc 1.1 具有 没有 "省 行 部 分 ”的 特征 。 消 
ARREST YF REIT PZ, MARRERO, PEAS, #9 
有 nt ok teddy, (HSM SERS 1.1 LEER, OY RRA 
WHS, ZPD, CESARE ea AO Eae 1.1 中 的 方法 的 
fi [r3 
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ay i! 2 3 4 6 | 

(2) a 5 5 7s (1.7) a 

(8) 4 3 30 32 

(4) 1 1.5 2 8 (1) ,2 

(5) 0 0.5 —4 —4 | (2) — (4) x8 

GE 0 _3 29 20 | CR — (D x4 

(7) 1 0 14 15 (4) — (8) X 1.5 

(8) T i -8 —8 (5)/0.5 

(9) 0 0 -8 —4 (8) + (8) x 8 
(10) 1 0 -i3 | (5-29 x14 
(11) Ü (8) -+ (12) X8 

Ü n/(—42) 
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(3) 4 8 a0 52 | 
(4) i 1.5 2 3 12. 
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(8) 0 -8 22 20 (8) —(4) x4 E 
m o. 0 1 8 8 | (jo. (5) /0.5 fs 
(8) 0 0 —2 —4 (6) -- (dx 3 

(9) | 0 0 1 2 ms 
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81 六 性 计算 (扫除 法 ) 5 


qiÀ4 4-4 aA = 0, (1.8) 
3552. . FH e Sear PRs I] C (ena, c, 02) METRO AERC A 
(094) at -* + (ea,) 44 —0, (1.9) 
Zur JR STO 53 — i] d (Or, +, Do AE TRI — OR RR XX 
biat + OA, =O, (1.10) 
3852. . (ay kbi, +, e, 7 k5,) WE f] 3 3 
(g4 — kb) Au + (a, — &5,) 4, =, a. 10 


因此 , 形 如 位 .8) 的 关系 式 在 元 性 运算 的 过 程 中 轻 常 保持 不 变 。 由 
HES Han Pay se ee: i 
”定理 hR (a) RARE Oih, ARR 
SE ih p A a EK YT 
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mi Emn 


352. KTE (bu) A RRRA: 


bi Dis 
和 二 二 | i A9. (1.18) 
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B2 对 于 表 1.1 TARE CH CD, (2), OWEN, “FRUERstak 
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maha, on Als, v.c EO. DASE, SERRE TA t= —183,9y—58,2—2, XX 
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ELO fee 1.1 JF TE y Bi ADEL UD. EE RB ER, eee a L8. 


a Blk 方程 的 解法 
i 后 加 对 过 1.1 纱 样 进行 (扫除 法 ) 计 算 就 得 到 加 下 的 委 1.3， 
£1.38 联 本 一 次 方 秋 的 解 及 其 逆 和 矩阵 的 计策 。 
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(5: 0 0.8 —4 -4l -4.5 1 OG | ^3 (2) (4x8 
(8)' 0 g 22 | x. à 1 | $8! (3)—(4)x4 
M {i o | | 5 -3 0 33 (4) ~ (8) x1.8 
(8) | 0 i -8| -8| -8 2 0 -16| (5) /0.5 
(9) | 0 0 —8 | —4| 一 1 6 1i [—10; (6).p(8)x8 
(10) | 1 -88| (7)— (12) x 14 
(1) | 0 24| (8y--(12) X8 
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Pil, 让 以 下 的 每 一 行 中 , FOUTS ZI SE TSE. UI 
A ETT (10) rH 
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oS Hc 


1--0-4.0—13—72--398-L- 7 = —3&8 


Rk, ESA ER SE ee. 

[51] -ER MREFA MER PE Cd. B, D) BRS, CAdE b 
tH, BTR, EEE, ARTA Re, eR 
TU, D, CORD RHA, C e 4 SR D oe Ate, 

[2E 23] AERE = ap a SE ee Ee ae A A A Be BE (Gum 
cheek)”, QE aE T imei HE PREMIERE. 

LHe 3] Rae ERE Ee ee ee AB eth a A Be A 
GEB RH RA, EASE, 1967, $10, 


14 Es Hur HIER eo al SORS HE RI A E a 35 Xu P B3 Ue E 
(flowchart) : 
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al) | sic (m mF) AEDA 
| halt doy pei a, 
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Ae Ata TAERIA aP=ap—agay? (#2), 


E ke K n 
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k I —1 下 一 工 È + 
Gu =a Oak ay Gyk) 


(k—1, ay By, M). 


一 般 地 1 


(ai?) 
(m er) eo ences cel 
元 素 的 扫除 法 / lasag -a a Gam), 
ag) | aj? =ò G6, j— 1s n, m) RARI 


其 中 假定 了 每 一 个 主 元 素 ad (1, 2, +, m 都 不 等 于 0. 

此 让, FARE (a); 4, 9-1, mm) MAT MAD, WAR 
示 成 在 计算 过 程 中 使 用 的 一 切 主 元 素 的 乘积 ,部 - 
| aj aoa 


== ait asa (1.14) 
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HEAR HARATA ERER, BER GEB E SERIE 

中 ,用 a? ERE Eph. 行列 式 的 值 成 为 上 Lwin E. 而 在 改变 其 他 各 行 的 
计算 中 行列 式 的 信保 持 不 蛮 。 而 且 最 后 得 到 的 是 单位 垂 障 的 行列 式 , 因 上 蕊 
MPEAMET 1. HAMA G.14), urn 


$2 RREA RE, Mt Doolittle Hi, PARR) 
前 节 所 叙述 的 村 除尘 于 Thom fT n SATE, FP 


$2 Sex BHECESSE. Bite Doolittlo 法 ,平方 根 法 ) 9 


RUE BALA ma (0 7-1) A 68-1 Pm dp n AE), ALES, 
HEARR ULHI m Ri FP MEE XEXXUP X agsi m. d An, 
FE m=4, n=9 的 情形 ， 员 要 有 和 或 2. 工 中 那样 的 记录 就 可 以 进行 

计算 。 | (SERCH EY SPAR See IBI S). SAFE Pr PRE 
(compact method) 或 Crout 法 。 


Bea... We Book: (Crout fA) 


S200 的 说 明 (DOERNER, MEDFIEM 
| aip = Dalp 
了 = 工 ? 

而 计算 的 。 

(5) ~ (8) 行 是 "前 进 郁 分 *。 BE, gq 外， a. al. at? h LARARE 
HES FRAY, HA, a, al. c. al, aC? Fh ZI 

dij = Bip T (j= 24 B4 +0, 8, T) 

ates, HRA 
l aP=aP—aPaD — (2, 3, 4) 


BITE Gp. Gu. Cis OR EARS ay CUMSPEHCOR JO. FIX CURRIER 


10 ilz A fe ay ae oe 
PFI Ra aT ate: 


a -iaj? apapap — (35:8. 4, eg 9, T), 
AP =a —alPal}—aPap G=3, D, 
aff = —apalPh /a® a4, --,9, T), 
af) aq —u diy c Ud — ia 3i s 
a? = (af) — atat? —aXPaf? — oop} /a — (6, 4, 9, T). 
ke ELS 
ajd-d-efhaceflacecbef 61, 2,3, 4) 
进行 。 
(9) ~ (12 HE GEGEN", 1~4 FÜRS SM DERRER, (02) 行 是 将 
(8) FIRB PR, GD THE CO £38 (012) TMA 
aP=:a aay? xb, --, 9, T) 
求 得 的 。(10) 行 是 由 (6) 行 积 (1D; 02) £38 RA 
as? = a6? A a G=5, 0, T) 
RABIN, TO) £33 d (O43 01000, (D, CHARA 
aj =a — aipa? — atat ola (=5, +, 9, T) 
求 得 的 。 (00. (6), (7), (8) CTESUERÉECETE RUBE A SER, LES 2.2 的 一 部 
分 ， 因 此 可 以 将 它 的 (BY FEE 2 行 ， 由 (7)' RADHI o@ SY 
(11) h (6)! PRE CLL) B aC? fi A 12) HY a? ESSE LO), (5) RELO) 
fy a) fi, CLD B afp fe, 012) BY at? HU (D) . 


3& 2.2 (6) ~ (GG) (TREE I 


~ ii 1 2 a 4 B 6 7 8 8 | 总计 


1 ay ap «Fo ate oy oe aig | 
0 1 | 
(7)? 0 ü 1 dij? — a dx ayy ak ol | am 
T! 0 9 1 eg cH o «n o cio v | 


[Hl] 这 一 去 法 的 于 点 在 于 ， 用 百 式 计 芭 机 作 形 如 4— BO — DE FH 


£2 grjet ft GE BRE. MPO Doolittle H, TARE) H 


(A— BC— DE) /F BORON , ATOR PE Lan ea vL] Ee A img Flo 
iHBeRIEXCOBREE E. WE BROS, OF Ray EAR ae PK loyal 
72.41 jk TERE Fa LA E. PAE PEEP EL EBSs& Pani 
HAARR > Y I AE SRA ELTE (EE Pe AE E ALS RTD 。 

[ 注 2] 在 作 才 2.1 Aya RE, ud R RENAL” SRST) aA Rh 
SAT, REESE Aa, POU ETRE, SERIES 
FEF RAE ARE AREA SS EB. C OI Rb GtEDA B4 A ERE 
fa PORTE, ECRY EE AOS, Aa E e mGH PIRE 
Tir ETATS FIP ERB HALAM) 

pi HZA 1.3 Budd, BERE peas 2.3 的 记录 。 


#23 SKPRHEBWDAY 


5 4 5 G 7 È =- 
4 ü 1 0 0 | 18 
9 6 0 0 16 
30 33 Ü 0 1 ' 7 
| 
了 ~ II n 
9 9 0.5 0 0 | g 
| 
| _8 | -8 3 2 D | BET: 
一 分 1 9 56.5 ^—8 -0p | B 
~ . 一 - | ———— -一 —— -一 一 — — 
| 
0 —1is8 | _72 39 7 — 88 
0 | 8! di -22 一 4 24 
1 | 9 1 5.5 -3 -05 | 5 


特别 是 , on SRB Fee BO Bey , 那么 , 由 此 用 扫除 法 于 出 的 
ri Babi als, 5c eS RT BPE LE, Page cx d RT], A 
Ha dn CURE d 2.4 PARE ATA XX 7T IEEE 
简化 Doolittle 法 , EAR AAKRE RS AREAS [SERE OS DE 
TERI. 
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Al St 方程 的 解法 


3: 2.4 WW Doolittle 法 


s 
| 


Nala g 
(15 a aa at ai 
(2 * du) aff aff 
(3) | e s ch? aM 
(4) a # m e | 

we 4444. 
(| 1 ap oap af 
6) | ap agp ag? 
(63 |l em ny 
(T) ay ay 
T 1 a 
(3) ayy 
(8) 1 


(10), 


LEE ] 
Ree FST (He AEE I) : 


ep aig cy) 
ag? any af 
ae ^ a» 
aU» aub | od 
aco ato a 
ai) af} aft) 


ed) ag 


ay ag 


dis a 


asl 
ayy 


ar 
Ku os Oy 
a) die af? 


o al} af? 


ais aa ai} 


oM) as ai) 


ag ds Gà? 


ag esp ap a ay 


di ofp | cd 
ag oi» We af 
ap op 
Eom | d p | 
a a | ag 
a a o, aj 
ay ag | af 
ap aig | cj 
ag? agg | aff 
ag) a | of 
a® ag | of 
oP aff | aff 
ajf aff | «if 
afi ag as 
GRE d + ag 
E 


7 s o jarj om 


OO | Á——r-Á——Y— | ————— — — 
L| 


Hj 
enya, dp oH 
HA h TA RETI 
ATEB H, [BE fA 
i Ste a 
ic. aT ad 
eee p= 
(f fal? 
(2) 一 (B) x aj 
(6) /ag? 前 
(3)— 5)xal? — [s 
— (8) x ag 
部 
H) /ajs 
A 
(D 一 (5) xay 
— (6) x ag 
— (7) xal 
(8) Jay? 
()'—(12) xafl |) ' 
— Gol p ur 
m (10) A ayy AT 
(6) — (120 ab? 
— di xo | ® 
CU — 2) x ag? zx 


(I eg 


TEXXRBETÉJEH ee, RA SP 22 Se i oe Ec HH 


ER 2.4 Won, (5), (8) (0, (005 (7), (OS 
(8), (8Y ' 两 行 两 行 地 成 对 ， 在 每 一 对 中 下 面 的 行 是 用 常数 (最 党 
左面 的 不 等 于 0 的 元 素 叭 +?) 除 上 面 的 行 而 得 到 的 。 代 将 这 样 的 
行 对 ,如 时 使 用 对 应 元 素 的 几何 焉 均 数 ,部 将 上 面 的 行 稻 | 


&? ESAI Ath OE Het f (b Doolittle xk, ME) 18 


{1 
$E ^ ai. ) 


ERTRRIESHR. BEA] LUA HAS 2.5 所 记录 的 那样 进行 计算 。 这 方法 
慎 敌 平方 根 法 ， 在 用 宇 式 计算 机 解 元 数 很 多 的 正规 方程 时 是 常常 
HREJ a 


| 32.5 BW iR ik 
-- | 


2 8.4 6 6 7 S8 9 | 总 计 | gH HH 


Q) | of? eg aD a of aff aff af? aff oR) | REAA, d EROR; 
( |» a ap of a ad? a ay ow di HUEY BENG dS 
(3) |» = Qood af oP of am GP aR] [ aPaeP+--+eP pe talp 


+ x ag aly alg cjr ay agp | af? | Tua rag 


(D) |S. gia Ge gu um Zio Hi fis Se gir a-~ 0j]. HAB (1/5 

(65 S2 fey gos Gas ga Gor goa Gea | gar| 一 ~ Oy) — 919 . Hey 
£62) — (5) Xia / 83 
gsr sg ^ all — gis— 93s , 
ERATIS) — (D) X das 

— (6) X gos} / 35 

Gar $4 a] — 014—013. — 98s 
其 余 的 { (4) 一 (5 X ou 

- 10) X ou4— (7) X gaa} Sa 


ayy | EC0) — (12 X gu 
— (UD X gia — (10) X gis] /8 
ag? | [£8) — (12) X gen 

— (E1) 5€ goa) / Se 


(F) sa UR Üm Sse Un: See Fae 


Yah X 


(8) $j a Fie Gat ag Gay 


ejm ai? 


ds aje Gi 


e$) af? of? aff cf 


qoc o d 


di i om Siy oy Oe ass | ash) £(7) — Q3) X gal 58 
(12) 1 e ag) oy) off oP | age] (c 


[E] TOEBUEWLDUSTERJLIIGE PIES eR REER AF 
丢 ( 委 看 本 丛书 森 口 著 4 舟 计 分 折 > p.44 BI) 。 

关于 楼 性 运算 ， 特 别 是 本 节 所 诗 芥 的 问题 详 见 Dwyer py 
20K EL] o 


14 Sil me 疗程 的 解法 


$83 牧民 法 (auss-Seidel ZrzE) 
SR EUG TER D ea; =O, PSR ABE SEXE T XJ $8 AB i 
(BD Sc E FE AE LACH) ;将 方程 租 疏 守成 
| T1 = 一 (B4 — asia — ++ — Ot) jai, ` 
nn ere rT Tere (S . I) . 
ua — (5, cag tt ee, a= 104-1) {Gan 
FUERIT Ll FARR OR BE, 
fA RR a ts 


m 4-8» 4-328, 
2m -- 33 4-82 —6, 


T4 --3r 4- 2a 5 10, 
(3.2) 


BEER 


y= (8—r—32)/8, (3.3) 


z= (6—2r-235/9. 
取 215 — o — 2975 0 HB O RUEDA TUE E 
e= (I0 — yi — 224) /7, 
View (8—2,— Bar /8, (k=O, 1, 2, 0+} (3.4) 
Sys (6— 2a, — 34) /9, 
eR EB mA. 2 SCT ay FRY aS 3.1 SR ATL 
GEI aoe Re | eS 3 Ee A, RR ee ES 
E ERAR. BAE, (Ea pee 10 SSR eS 
ROU, FAHY BE | 
2—182/1035«1.28155, y 82/1082«0. 79612, 7—12/1035:0. 11620, 
(FE 2] dXexphB,1fg- -次 的 修正 量 ， OF Rodi. BAER 
Beh- TH SIE BA, RE AR EAE te i 8S HAS] 
(Bq p. 17), 


RERA. S, MRAR A BS fs HE. EX 


g= ($0 -y -20 /T, | 


&2 kqeH(Ganss-Boidel 方法 ) 18 
ZBL EX NIU ER 


fe i X | Vk Zh 

0 | 0 | D 0 

1 | 1.429 1.000 0.6607 
9 1.095 0.571 0.015 
3 1.842 0 R57 | 0.233 
4 | 1.220 0 745 0.083 
5 1.228 O 814 0.143 
B 1.911 0.784 0.107 
7 1.380 0.801 0.123 
8 1.279 0.7938 0.114 
9 1.283 0.797 0,118 
10 1.281 0.795 0.116 
11 1.9282 0.798 | 0.117 
js 1.9281 0.790 | 0.116 
13 1.289 0.798 | 0.117 
14 1.281 0.798 | 0.116 


STE Ta E eb Ee SLA @ , p. RAEE 
Sepi = (10— yx —22;) T, | 


Yr (8 — 9x ,1— 923) / 8, | (3.5) 
"E17 (6 — Zi x x] m Ye 1) jg 了 

而 所 得 的 博时 如 表 8.2 BR. XX IEEE Gauss-Seidel iX 

REO, 


33.2 Gauss-Seidel ET 


由 表 3.2 可 以 看 到 ,在 这 穆 情 形 , $8 4 i ee T O3. 


总 ”不单 如 此 ,在 电子 计算 机 中 ; 例如 得 到 了 oy. Je, Ega AAE PR ra Mi 
jg zi BPS, Aa ERZE So 

© Sith, Gauss HERA O&ix--— 5d. Seidel nime aXe, dH 
RAGGA Bey SE eh ae ie 19 让 引用 的 Forsyth pz (p. 802), 


16 aS lat Jr $€ By GE 


ha HE S] — (8 B5 I 8 , it ELE EXT f B AAAS 3.1 AUR S 
I] CE p. 18), , 

Jg J PARRA ARIE AR, 2640 J; ELO EE 
论 是 有 用 的 。 例 如 , EP SEaS RIAL (3.4) HERE. (3.4) EK 
F €, Yas 7. BGR IFES AE. 这 种 一 熙 系数 部 是 常数 的 如 性 芋 
分 方程 粗 的 一 般 解 可 训 在 一 租 确定 的 解 ep =F, Yen, =O EE, 
Jn. E rri EE Be PORC XR TER 1L 3p 2C; TRI M Rr ERE CIR 
余 解 mf. m E.g SPROE fur 

Wy. X AF. yy A, HAM (3.6) 
WTA, Hash E, n, C BEEP REAL G.2) GBp(3.3) 的 精 
WAR. AE ARARE, ADOS i ce Re, CA T HE E 
jit ES. 6) CA TH 6.4) dz im REOR (I a PAAA, 
may BB A3u X,Y,Z AE 

AX =— (F +227) /7, 

AY = — (X -F8Z^ /8, | 

AZ =~ (2X +30) ;9, 
YTES LR’ X=Y -2—0 以 外 的 解 ， X,Y, Z 的 系数 行 
列 式 必须 为 0， 邵 


(3.7) 


Ao ft 2/7 
1/8 X 83/8|]-0  . . (8.8 
2/9 8/9 A 
EF EXE SRF ARE 
18 3o 
Mes ug 0 (8.9) 


A 9348 CARTE) FE 4 — 0.504, 140.379, A:— 0.125 (255 
854] 25. SFIS APE T.U LY: CARE ATE be] IRR Zr SD 是 


Q —REGRACBREUE E: ED, 


83 ftu: (Gauss-Seidel FH) 17 
wath, SE, fpc k AAR Jn 1 时, (8.6) gt ctos Bde, JA. 
PAIR eh, T | A | RETAINER Fe m ey || >L 
B1B AAR eA), FEN RPE 

à,— —0.b04- — 
BUR URS HER, RAPER EAR, Ene 
十 一 十 一 … 
的 振动 形式 出 更 。 再 加 上 上 以 A.—0.879 和 xs 一 0.125 的 比率 由 一 
AF [A A al ot “J Se BY BA ee, GREE A Re 
变化 《图 3.1), 就 可 及 对 它 有 充分 的 理解 。 


图 3. teas te 


FER SS ERB (3.5) BATE (Gauss-Seidel APR) FREN 
oR, HEFG. S, (8.9) Bye 


» LT 2? 
2; i 1 
uf = At — — AH. Z A— 
M8 A 8/8) =M- s+ A=0, (8.10) 
24/9 8A/0 A 


ECA Ad n] ELA Ag, ÀA.— 9657, Ag = 0, 其 中 


18 Bla Jp EB ARTE 

g— A 0.1091, cos = (5) ~O- SOL, 8 —0.471, 
RUS, FEO SAFE iL, BRI FEI BITE A Bun 
(a= JADE 25 E PE 1 Wey 10 4h 1 BY 
FL 48:233 O8] S129 am ;4=13.3) 。 


LHE 1] 390 (3.57 SER S UT ee (3.4) SBA As dr BY Jt 
HET, TBG. ORRE. SRI TE CR 0.5, mid (3.5) OTE 
Fey FREE ee Ay 0.1. -ARR TE 3 SEP, 如 
ae EXT aes Lee 1, OSB AC ARSE oc, FRA, BLE 
HA, TERIA G DARE, REI A AUS oc, MERT 
(8.5 Bg, MF e, SRI, Hap wR 
RE o 

Lk 2] (ese 3.1 rn kall ARRIA 上 面 所 稚 的 不 同 , 是 
Ae AB FDS (EA, oe TR EE 

2-21.981--0.001u, y—0.798--0.001o, z—0.118.-0.001u, 
Red Uy Uy w RECO DOG BN 3S UR 
Hy. (D— ti 200) Vatt= (9 - uy — uy) /8, 
l Wp = (0 — Zu, — avi) /9. 

ME Au, v.n SEPA ABS 2o sie JAE n n 4 y= Vg 5 aye Oo I2 
Be 14 3x REPRE] 


PES Sal, y= e, w= 18, 
Mar 一 了 ryt, wQ—l, 
REBT Mya: 3/1 8I, thay = —1/S0, peg 2d /OeD, 
因而 多; 0, Od, 0, D see EA fe Gauss-Seidel 兴 法 中 也 可 能 发 生 辣 
样 的 情形 。 
$4 EGR 
ERRA PE pI BE t T iG HP OI BH SR SE BE 


Q zarm CRT BOG ARES s) 的 让 导 。 


$4 FARE 19 
(method of conjugate gradients 侧记 为 cp 法) 的 有 趣 的 新 方 
法 全 与 迹 代 法 相同 ,这 也是 一 个 逐次 扣 近 精确 和 解 的 方法 ,但 在 轻 
过 有 限 这 计 和 外 {在 % 元 的 情形 如 虹 没 有 低 太 的 疾 , 是 "次 ) Bs 
束 的 这 一 点 上 是 和 这 去 法 相 疗 的。 而且, 由 于 省 的 程序 或 者 成 为 
简单 手 稳 的 反复 ,或 者 需要 的 记忆 容量 较 少 ,或 者 在 0 系数 很 多 的 
TATE HE A EE AR PRIS, PREG BTA Pe 
PERTE ia or at ELE SES 
H ac SCR UN ie, AZO RUST, K demos XL i fa 
E, MBA eA Be 


Aa -K (4.1) 
BERK, Sal PELA A SE m LAGER Se 
IE 
—— fie Hh FA 
r,—k— Ax, (4,2) 


定义 第 宇 近 但 解 w WEE (i 一 0, 1, 2, …)。 BORER, W 
么 ,由 于 Ah, ib, ding EUER m. A (Lr x0 , HOHE 
fix) = (h-am, Aw) = (ACN, FD 

= (f— a4, 71), (4.3) 
fü) URRAS. ERS h 与 近 忆 解 ac BBE (向 量 ) 的 
XS" Ent 4 oy BEE eas Y Bo, A GI EE r 
I A FAS Sap AT eT HS OS PRR R, f (有) -0, mH 
ie, Ing dU RE CUR DECR ETAT f (m) =O WER, 
这 a, A AS BAA 
^o BRITH P SEU xs MEE- MH p. dp FO MEE 


@ M. E. Hestenes and E. Stiefel, J. Hes. Nat. Bur. Standards, 49 
(1952), paper 2879; G. E. Forsyth, Eull, Amer, Math. Sor, B9(1982) 399 — 
329; M. R. Hestenes, Proc. 6th. Symp. Appl. Math. (1906), 83-102. 


le 


20 Bl FE Ay ee 
MARA (2 + 1) ele: 


Mii By +a, (4.4) 
Bint AT E F (oes) A BB, A 
a= = (i, FP) / pi, Ap) | (4.5) 


就 可 以 了 。 | 

BEAR æn PSE FpqcA— Ale, Hap) =k m Ax,—adpj=r,—adp,, 
由 此 推 用 ，7 (xz = rn na) = (Ain — apn 0 — aa p) 
= (A rj, rj) -Za(pi, v) + op, Ap) = Alri r) — Gn, rj) 2/ (Ba, Ap 


+ (pp Ad) i (a, 7) Chiy App att, HEER 
这 样 一 来 ， 
Vu =e tap, | (4.6) 
Ti i—fTo—o44p;, (4.7) 
eS ri 

F(R) =f (ad — (py rà 5 (Pi, AD,), (4.8) 

而 且 ,新 的 歼 差 向 量 Tia 和 pi TEBE, Ep | 
(Bi, Tii) =O, | (4.9) 


BEAR (Pa Tid = (m, Tir Ap) = (py r) —ai(n;,, 4p) —0, 

BE RE OE Zr f PT SERE p 可 以 有 种 种 不 同 的 取 法 。 在 共 
ae Pia EEA LEB 0) st i Ty, Ti, c, T, Pree 
PZ FÆR po Th ATA, MASE RAE) 
Efi. MEAR, eS 2+ 1 ILE 

dua = Eta; + hPa b+ dans, (4.10) 

Ine EE FARE o, 054, 7. Boy IE F (acc) ABER 6, VE. set 
PIS S RE 

| | Pik — A (3 batt os aua eas) i 

=F; — (mAP HAF +--+ tagAPo), (4.11) 


(4 RENARE E i ah. epa HARASSED Ee Bed ds ETE 
AS i. 


84 JB di d 2E 2f 
因此 
f (i) = (ATi Tu) = (Ari Marr AT) 
= (AH, T.) -23 Gr. Ti) -M Pag (F, APs) , 
| | (4.12) 
为 了 使 它 成 为 极 小 ,只 要 选取 oo, a sns a, 使 它们 满足 
of Ga) -2(, r) +2 Plor, Ar) =0 (j=0, ++, d) 


(4.18) 
ETATO., AA IDAR.) "ud (RARE — 2) 
(Tj, Tii) =Á) ( 3—90, many à). (4.14) 


ea) BRM EE HA, ELAS Jy He sa 8E G+ T) d DEM , prb RAE go d] 
Dey LAY — BSS IESE, HIHN, YE E Reet AERA 

(r,,T)—0 (Aj) | (4.15) 

Ri. JESERPELIEGIAZCOEÉRS EADIE SEMEL EU SC fIE 

PAPER GE, HH % 转换 到 a 时 修正 的 向 量 为 ,那么 | 


GHP, io yr odi agno, (4.16) 
Tas, AG, — C. AG Sfi Tin. (4.17) 
FE, ARAZA (4.15) RESI 
0 (二 全， 
P T 
Co MO} ise Goan, C 
0 (374-1), 


d Vila EIER BE, Aq. Tu To, omy Ti a E. 但 是 ， 由 于 一 般 来 
BR , U; JE To, ty TARR TEAS?) 9 Eb n] EDS X, 3B, 
(di, dq) =(), H A Je by ER EEDE , 因而 (Fi Ag) — (Fi, Aq) , 


O Area ap, +, o OF HL, EA s PERI RA ERIS Zr ERR RESTER S. 


a2 SIT 方程 的 解法 


由 此 推出 ,一般 地 
(qu, AQ) =O ($53) (4.19) 
Be. MOIR EREET ME Qa, G1, Qo, co SEP 
(4- 正 变 ) 的 。 在 这 种 意义 下 ; JR OH EIEN REE (method 
Of conjugate direction, fff sg ed 152mg-—-Ri,, 
其 次 ,把 (4.17) dtl i 1 j 而 代入 (4.19)， 就 得 到 
(qu. 一 
由 此 排出 
(Qi, To = (i Ti) =e = (Qi; Fiaa) = (Qo Ti). (4.20) 
在 此 代入 q: REA, (4. 16 EP EEA TE SEE (4.15), 就 得 到 
Oy | Mo |* Sa r= emaa ial Sarla, 


H BE BY EAS (4. 16) ie ie 


qma ( roin, Fit’ E, r o). (4.21) 


EFIR EAA n I5) ee Ay 
p. LE a Tice PTS (4.99) 
CP iX 98 7 H HEA TF BSE D SCIT. : 
p,-tr cun 3 Pia ($21), pof. (4.28) 


(EME g= es pi PE I8) p] E Pp. PASM. > Jp du 
mo; WIEG GERS 20 By EWE, Re oi #2 fta). 
只 要 r| +0, g o,40, EMH. Bas m=, 3 2, gta quU, 


Hi 4.17), T;,—f,., H thE, | (n Tu —0, AFE - 


Hr] s 0 的 条 性 下 进行 讨论 。 
Hi (4.22) ASS BY TE SOE (4.15) 可 以 看 到 
Ti | d (FS $) 3 


4.24 
0 (79, £ ) 


(Di, r,) m { 


84 3: Bt xk 93 
Hap 1% (4.18) 中 的 还 可 以 得 到 


Lib (37-6), 
(Pi, Ap) = 4 — Pil "ja (37 $03), (4.25) 
0 在 其 余 的 情形 )， 
Fey FU (n; Apo —004«39, m (4.22) HEM 
(Ti, AD) =, AD), . (4.26) 


和 由 此 还 得 到 (Dr, APO = T^; a, ALS 
n= Wl? 
(p, Ap) 
x RURA SFE SC Brisk SEB AE a, 
JA EBISS3CAE PEREIRRTRUA TT DAR eid F: 
开始 的 程序 TCR CER 0 I xo, 利用 下 面 的 式 子 计算 
FETE Fos Com | Toi", 以 及 方向 癌 量 Do: 
Tyo—K—4xXy, C= Ty 7. Do— ty, 
一 般 的 于 略 mC BORE 6XLIDAE x. RES 
| Tip = |r", 
MEJ fa iat po AD, TARR 
d= (pi, AP), Gedy, 41—4 D, 
Pirs To GAD, 0u47 Pial” 
biS Cia, Cs Pisa Pier + bib. 
SORE ERI JAR E HR RUR Wo, Wi, Ways BEBE Fo, Tus 
fo, 55 FARR Po, Pi Da. co. FREER A AEB (4.10), 
因此 , An EUER ARS, MAE n REE, EA man BS 
个 各 存在 , 使 fm 一 0 GE n MESA, pia OTT oe P BAIL IRERRCRLISCEST AE. 
35 AE REY), HEH au fe CESAR UD SE AE n HK 
DUS PBA SRA RAE a 


. (4.27) 


例 在 3 的 例 中 ， 


T 1 2 10 
A-|1 8 34, k= +} 
? 3 9 6 


以 下 路 第 0 近似 解 为 mm 一 (0, 0, 0) TASER ORR AR. 

计算 的 稳 录 ， 例 胡可 以 写成 表 4.1 的 形式 。 

[H1] MERA 4.189 ws UHR EEG r.—k—4x., 就 得 到 

r,—0.00004, 0.00007, 0.00007, 

d£ 4.1 bar, OD EE BOT d Re Hh TP A RR D 

[H2] 为 了 计算 过 程 中 的 验算 ， 每 一 次 得 到 新 的 p; SSE TUE 
dmn po —0, E 4.1 中， 

(Ape, Dp 一 —0.00204, (Any, ipa) 0.00005, 

KHERA AREE RRE GER Ano 的 各 分 量 都 在 100 左右 )。 

在 共 乾 许 量 法 中 ,精确 解 R AGEE w BSE in) ERES EE 

| A — a 

EEA i OSA TI RC ROI, 

BEAR RARA 0 ARBRE rua BA, mh, Pile, SFR 


i(xm—1), 


Aha, +40; + diia T 054 425-1. (1.28) 
EAT hi = 
mae h ating = 0,463 7 T meP met. 
由 此 推出 
|A. aim Ih — x46 n? 
= 站 一 此 | to pi ae (h xiu, pU, (4.29) 
但 由 于 
(xu, Bp 一 (84 425 44 + en 494-13 D) - | 
= >) a, (Dy; Dy) 4 (4. 30) 


ig Hg (4.22) fo (4.15), 28 j- E B, 
r, [4 a 3 | 3 ， 
con = 


a 
T 


(4.231) 


 i—n—lhH Amm RS.BmEISim-lBiiBuETrPFiIirImie. 


he 


adp to — Gu ae Sa TOO00'O- . T0000'0— 10000 0— aa ; 
Bebop Far = Bx QgoTL'O Toes a garer t vac 
sp/ 60 —58p * (éd yr Cab) os Sp 6g 《99T 人 一 如 | SOIFA'O- S089°T — 04688 0— edv , 
Wdlg+tuaaid oz 958290 Op | TOLE O- L6822°0 — S866LL'0— eg z 
| ‘Tafta = Tg "sit = Sp er 9P600' o= fe | S0EZL'0— — OTEZ2 0 — OFPEPT'O— ini 
Hd pe tp La 64a *Td Ip p Te Sas £6 9660T' 0-50 POLLO 660840 = ZSTOE'T | Sx 
A p= * (Id * IE) = Ep OL ZAT9T'O = | 00679791  8EGA8'E— OGSA ST. uy 
* dg {La 1d o6rog TA— p | GzvOP'Z— — 6PI0L 0 — Zg48V BE “ d | 
= (02/13 = gi, = To £0 ETego°o =" | G6zLS'G— — B8REIC'0— — LPOOG'T M 
* ‘DF prp — Dp — La Con R= Tae 00gz9' TL Pe | £9689° 0 BR6LL' OG  82668°0 ix 
y — 
Up {U9 — Un LS 26680'0— 7v S0 c6 06. Mp 
« (0 y^ $08) Op tg Oel = OD vere" | 9 8 oT d o 
‘a —0d “Op — y =a p=% é| 9 8 OT. | is | 
i 0 0 g BEER | 
a ~ ——À - - a ， m. 一 -一 一 一 一 一 ———— 
tf EE yxan | $ 如 & Ww d UE Wow d 


Hew LY 


56 第 i 章 方程 的 解法 
因此 ,最 后 得 到 
|h and hx 3m0 p+ 2a, "DS, j| 731 un . o (4.82) 
doh (4.27) ABIRE, Gis iggy 7. Ga- ADEE E UL, (4.32) Ae 
TERY. WEAR, |b x1 hx? ERR LA m ay (8 nal. 
HEFE 
FY tt Ein _b Sra Ee eK ae) BS E M a 
RAK RBA PE. 
HAEREERE A AR YT A AE ek FF SOY SEO 
HEITE eh, An ABE, FER Be ring A! Age (4.1) 
得 到 


A' Ax — A'K, (4.33) 


因为 4'4 是 对 称 的 ， 因 此 可 以 适用 上 的 方法 。 不 过 ， 这 样 的 做 


Hee fa bP AK Re A: 

开始 的 程序 ” 任 章 取 定 第 0 I vo TT A 

fo—k-Amo, PSAo, m= ASI] | ABA, 

-RRF Ex, T Do a E Na ox] C 

Hi = 4-6, ra Ty mA Pa b= (AP JAT 7, 

Dui A PT Pis aui |A Pra |7/| Adil? 

XE RAR EIE RES (4.38) 而 后 使 用 
RUA 5 2579 (ERE VERI Zr ACH SERE GERE XB DR BI RIS 
AA’), 

最 后 ， EEM 4 非 正规 的 情形 ， 或 者 G) 在 计算 过 程 中 得 到 
t=O 而 到 达 所 求 的 解 ， 或 者 (产生 fa 关 0 耐 49 一 0 的 情形 ， 
解法 不 能 继 粮 进行 。 在 Gi) 的 情形 葵 定 的 方程 粗 是 不 相 容 的 (在 
这 种 情形 ,也 可 以 由 到 此 为 目的 计算 彰 到 最 小 二 乘 解 ) @ 。 


0 ”关于 这 一 点 * 详 郧 19 HEBES ER. 


tel I. 


$5 mate aR 27 


86 高 次 代数 方程 


一 元 二 次 方程 有 馈 的 公式 , Hk, AST PUER Ze à 
FL, 在 3 次 以 上 的 情形 一 般 不 能 这 样 做 。 虽然 在 3 次 和 4 RA 
形 , 岂 有 所 谓 代 数 解 法 ,但 对 于 数值 计算 来 吝 是 不 很 便利 的 。 更 不 
HRE 5 次 以 上 的 情形 , 一 般 来 谣 , 就 没有 代数 的 解法 。 因 此 ,在 
本 节 中 将 讨论 8 RELA A RE. 

例 1 RAH 

f(z) =12625 — 262 +3=0 (5.1) 

AY 3 ^ GE Eme 0.9) d SEPBTERAD 

TEXAS, SERRE f(x) 的 大 致 的 图 形 。 对 于 
“=0, +1, 32288 SOR f), BPR, SRB 
一 和 1 之 更 。 于 是 , 对 于 s=0.1, 40.2, 40.3, …, 计算 
了 lw) 而 画 出 图 形 , 如 图 5.1 Bo, WADE 

(—0.6, —0.5), (0.1, 0.2), (0.3, 0.4) 


Al AP SER 


El 5.1 f(r) 的 图 形 


pS S1% H hi XM 
[7E] XETEXXEERURTIENE ,- AER. AeA, BS 
fx) —dayx? 4 agg | aor + a | (5.2) 
H Ge — a) RAB Sr 


g(x) = byt + byt ba C (5.3) 
而 剩余 是 R, WA BER 
fn) — (m—mg(r) +h (5.4) 
Weve, FLA O.2ZUL GO DAEB o 4 eH BS EY) 
y= by, Gum D abg, Gam ba abis ta R — aba, . (5.5) 
申 此 推出 
Ü= ty bya, +ab,, Ba= ta taby, F4 十 区 Ps。 (0.6) 
mS ATT DS I FY Ae SFR 
By y Gq thy à 126 0 — 20 3 [9.2 
gb, aby ab, — 4H: 站 .3 504 —4.192 
by by by |B 126 25.2 —20.96| —1.192 


AL atROL ZR ddp abs, aby, obey GRAS. 1 P975 ARB AT 2e 
fr 0.45) d coo BEAT LA Sl 


R— f (a) (5.7) # 5.1 
(剩余 定理 ) 。 这 样 就 算出 了 f (a) BY. 综合 除法 
XX, ELH, wR 0000 | a —— 
Bony He AY eU [8] SB IE ZEN Z9 n ab x d; | By 
f(—0.51), f(—0.52), --- 的 做 法 , 但 是 ， ai H 


如 果 这 样 做 的 户 ， 例 如 机 将 根 求 至 小 数 第 
5 位 ,就 需要 非常 繁复 的 计算 。 

因此 , 以 下 将 用 效率 更 高 的 方法 求 求 进一步 的 近似 值 。 这 种 
瑟 语 中 一 般 蔓 水 最 便利 的 是 Newton-Eaphson HRR. RRE 
RET f(e) =0 的 银 的 近似 值 ©, ERES IE DU ot, HS ro 
4 f (a+) =0。 将 此 式 的 左边 作 Taylor EFRR 


f (me) af) æ) tL fl (@) ++ =0, (5.8) 


Ju S o, AORE A EC RIRIN, 3802. q BS DUI, 因此, ERAS 


* 


85 ARRES AR 29 
A bEBSIRC]IAASERGSORHE,. NE o PELA n] LAXE 
f) gf (o) =O 
Bil fe] , Ef 
g= fia) fF te). 
Pats, f A 
Veo o f n fF os (5.9) 
Bes, 更 接近 于 精确 解 的 近 位 值 。 反 复 使 用 这 种 方法 , 直至 
wii 和 下 几乎 没有 差别 时 就 可 以 认 作 已 经 向 精确 值 收 人 艇 了 。 
[ 注 」 ÆRA (5.9 BE. UR FGo ave ST DORR BRE, fno 的 
aA HL DAFA BRE BECO. 3) BY og G0) Al ce —o Exi SS RE 
hc) —eyr- es, 
Jus E'. 4525.48 SERA gia) = (x—o)h()-nl1U nip. AA (5.8498 


fii =(e-a) hr) + R'(r—a) E, (5.10) 
(rx Te SEX ta BERS 
FaSk, (5.11) 


Hi gr) sk A Cr) AR’ SEED 6.6) BRK. 将 此 计算 附 邵 在 
(5.6) BS} Sask bay EG 5.2 MEn EERS, 


225.2 fla), fla) Ware 


iy fy Gy 03 a 

aby ab, abs | | a 
by bh b Bs fla) 

aiy Aeg 


ep Cy! Rie fl (a) 


DS co; ELO.DBES NL ds es Re 5 位 。 
首先 , 求 接近 子 0.5 UE. BEPAAL, SENE 5.2 
O BESATE, MER 0.3. pa IH — 0.50961 BAS 5 fic ic iE 9 
的 。 

上 其次, FD bay DUBE 5.4 FUSE 5.5 计算 得 其 他 2 根 为 0.37891 和 
0.19481, 


80 Alm — 7; fay ak 
$25.3 f(a) =1262" —962+3=0 8558 (接近 于 一 0.5 的 根 ) € 


Ai | : 30a = —0.5 Hm= — 0.50865 tao — 0. J030 
| I-———— — — ÀÀ—— 
126 ! 3128 | 126 | 198 126 126 | 126 
| 
0 |—63 |-126 | —63.45990 | — 126.9:980 —63.45486 1 126.90973 
-28 5.5 | 68.5 5.06155, 69.88474 5.95650 | 69.86900 
3j 0.25 —0.00288 > --0. 00025 
| 
i iE] 0.008805 | +0.00008 5 -0.00000 36 
| 


HEL] 在 第 2 近 人 人 慎 og DRAB, File) PY OPA, AR, A 
— aia NC, AL. 

[HE 2] 用 表 5.3 求 得 第 1 根 —0.50361 时 ， 同 时 或 得 了 fio A 
(2 -- 0. 50361) Bet AN Ry 9 (2) = 126x — G3. 45486 + 5.95650, P ilE, th aT TA 
f£ a (0) = 0 TFSI ER: 


__31.727434- 0" 31.727481—126 x 5.95650 _ 


Æ 
” 126 


| 31.727434 v 256.11081 


126 
. d1.72743.-16.00346 — | 0. 9/632, 
126 0.12479, 


{HSE ROA HE PSs 5.22 5.0 A SEAR fe), THA T & 
eg Zl GO). Bt, BSAA POR. ATR Re 
S 4^2 FO SS 1 Mat AAE SP, DFE 9 o RETR Se TL, 
| H RAOR KARRE, ANAG. D Re ETT EEG ib] e 2j 
AE, ATE IL PEM +. 

Ad PARA) Newton 方法 

ae f) = 中 一 和; 那么 了 —0 的 精确 解 是 c= 士 Y a. ONE, (5.9) 
成 为 


-T 
Tg FE 一 it 5 (i+ 2), {9.12) 


inh. 


ol 


pi Zo E RE 


EF 00000 '0— | 480 00000 0 十 oc RrTO0 ot ioszo'o+ | di H 


19 800000- 09 TI00070 062200 gg9'D E 
OMT 08- QELBÜ PE- SEIT 05 一 | PUEO'FE— | 918506 — zegoz- | greg- | peta- 9g- 
ZIGOPIE | ooze at | 096pP'ie | OSPGL'ST | Feror Te | GPCST GT 80 9 在 0 
9gT "rr geT 95f 92T pg 95T gap | 9 
| L- 
ee DSPEI'O—*E ALBERT Q= x Los | "m 


QU T 0 EGRE) HEBR 0--8--296 —961— (0) £. oa 


TE 0060070- aT 20000°0- oF LALIN 0— | 85610 0— d a 
| 
90000" 0 £9000* 0 oreco 0 F95^0 8 
LSTEG 85 MEGLE Z— ÜgZT6 Wa | Ati mL GHYS BG LIER L— SPTB | PES— gc 一 
— BIO 26 — S008 4° Ar gLE9p"96 i SOIC, AP | SPOTO SG | POGASCIP s'oor | #09 0 
Oe) 95T DAL Gal 961. 961 961 8er | an 


i1884g 0-5 gale g=" FAUSR' 0 一 位 


GEM y 0-LIEXD NH 0-$g--x0z—.9zpm (0 ree 


da Se 1 3c oy RR ARTE 


假设 用 某 些 二 法 得 到 了 Va WIUIE ms. H 6.12) ABRERA 
WAHR. MH 4 frucO ARG 各 Mb, 使 用 (5.12) 一 次 就 可 以 得 到 准确 到 第 7 
位 力 至 第 8 全 的 值 。 在 用 电子 计算 机 于 外， 对 村 1 <a <100 - -律令 z=3 而 
利用 (6.12) 到 复 进 行 计算 ，7 SCARE OSE 8 AEE. Alin, 
对 于 a=99, $ 2, 2, 就 得 到 
te = 18, %2=11.75, m 10. 05776 596, #,= 9.95081 680, 
as = 9, 04987 142, Ta =—9. 94987 437, v8. 94987 457, 
pi4 MR White) =l/e—a, PARAS.) ze 


nuam (2-72)/ (Sa )aa+ (war?) =2,(2-ax), (5.13) 


HEUS EBERT BLY, BA LA 5 AD aR, KERER 
Ait 4 AE A at, Bay hee 0.123) a Rx 
Cage, (2-—ACIO, (5.14) 
PAG 计算 IVa., f) = 1/0? a, BA, MEAT (5.9) RE 
2,172; (Er? —a) /(— RAR) = at ay aay) fa 
—z,(8— aa?) /2, (5.15) 
AZARAE SES BER E . 
HES AR BA FA RE BET URS AEA A AEE 
#23) Graeffe AHA Bernoulli AS (WA ABI EAE 


WI 2E c 


@ Barlow’s Table of Sqnares, Onbes, etc Been, bAt, Marchant P 
Fe SUS EEA L a et N Sc CS 9 fea A 热 后 
FEA (5.12) br hee ee PS 9 fis Vr Ue, HLA T a ERU RS 

和 ”在 本 具 书 祥 5 若 * 尝 筷 卡 计算 种 ?种 了 73 r5) 2p, $m, 不 过 ， H PHBE 
AEA o 

& H. Hotelling: Proc. Ferkerley Symp. Math. Stat. Prob. (1949) ,275-~ 
293. 


"2X Æ op dB 


$0 2x 5 X 


Bide f (e) ERASE GU BA A) BERIRE B EX m (n. 
—2, —1,0, 1, 2, -- RS ELA Eh, HE 

| . Af (2) — f (&4-À) - f (&) (6.1) 

WA f(x) 的 省 分 (GSS dilference), 5AA te mali] fy ZS 378 

I, A224 OE Be, A a ik A BRE dinite difference) , 

Ai f(x) =2%, h=1 BUN. 

#26.1 中 的 4 4s Af (2), NPE TETAS Jd fr, 更 进 
一 步 得 到 dsf (2) , FERRARI, dar (2) SET OO 的 事实 着 不 是 避 然 的 。 即 一 
艇 让 有 

Af (0$) = (23-1)2— =2r+1， 
d? f (x) —12(z-- T) +1) — e+) =2, 
48 f (x) =2~2=0, 


#2 6.1 a^ Wy 2B AM 


a 


o 0 | 
1 | 
1 i P: 
8 | 0 
2 A P. 
| 5 0 
B | 9 "8 . ! 
7 0 
d 16 | E 
0 0 
p o e 
| 1 D 
B | 26 2 
| 13 
7 49 | | 


| | | 


84 oak zh 4} Ri 
XA fio) BS TE SSE GEAR DE AE AGE ES), 
Ah BY ek ee RREH R, 


p 2 quinos Tits 6.2581 Fi, 2 A Aa, HS 
Ay BEP s ER Ese Ta ER ser SE. RO DORE c= 6 AA A 
xk, Wa 6F=216, RAIA (8 = 217, 


zt 6.2 Rize ree 


x y3 | d | A? AP | AE 
o ü 
1 
1 1 6 
T 6 
2 名 12 Ü 
19 6 
à A, 18 Ü 
af ü 
4 B4 24 | 1 
6&1 "i 
5 125 al —4 
pu d 
& 217 g4 5 
126 9 
T ada 4a — 4 
189 5 
S Bia 45 1 
217 a 
8 ig 54 E 
271 6 
10 T1004 Go 
dei 
11 1331 


[zb] BRRR, df op =f Gn fle), PG =f Gu — 2f Guy) 

+ f(t), Sf) =f ein Sf un HIF iun — Ts At fünf 

—Af (2,9) HOP G40) AF Grup t fled, ALE, Án BE f (np BARS Ea AP 

thy M f(x. BP i's AS Gn 9), PF a PTa Men 

4-8. 一 48 +6e, —4e, &, CERO 2a, A A E SE +6e 的 
HFa 53 f n) GRR PR L PS A BP RA UT o 

ENIE H MER, ARE RRE A A RE, [AR Se a 

FR FF TE BI i>, AETA Ss HH BO A 


$6 35 ZR X 35 
VAzR. MRH Fe) PAP GLA RSA ee a A d 
SSE o? MHLE, m HIR IEBS d*f (x) UB RR 
那么 ,实际 的 447 Gn) BAAR AEA An F Br ERO ERR: 


rosin (D T «Y «(e 
(了 ja 一 70c?， 


VAS Ea A F Ea) ) 


AOA +a or 


= -(3 j= —b6c^?, 


l V (a FL), A*f (tire) } 


=1(0 ADAG G fot G Jot 280 


VAT CAR df (vig) } 


OORO eret 


V- (A fia), A' fim) (0 (i jz 一 人 A Jo?—o?, 


V (Af (a), AF (Ene) =0 (kD), 
由 时 推出 , BILE OC JR EE pp — 0.8, pa 一 十 0.4, p= —0.114, 
pea = T 0.014, p50 (562-5), AA pi 是 相当 天 的 鱼 值 ,通常 在 这 种 
情形 A*f (ap ATE Be Ss 十 一 十 一 …。 还 有 , dE UE IS 
Ej Pi A TE DROME Y AS HZ, oc? =10 1/12, B i£ 
d f un) GY a He BE EA 
D(A fle) = To X10 = 2.4.x 1075, 

dad. EL $$ 5f XEmZóp2RIT2.1. ‘Eas 2 Hb 4.8, 8 
327.2, Bik, AAAH A f 0) 通常 在 士 4 AA, PRA 


26 i tie 3k cR Oh dm 


+5, +6 hik, (Baebes T7 Bulb, 
As fie) -smcs,Rh—0.01B889h E. Besse 6.3 所 示 。 可 以 试 为 
49, 4 WAS A ERR 


326.8 sinse pj S o 


z fo | 4 4a j " 
0.90 0,788238 | 
ol 
0.9% 0.73950 | 一 了 
610 -1 
0.92 0.79560 —§ 1 
| 602 0 
0.93 0, 20162 -8 J 
584 Ü 
0.94 0.80750 -8 _ 
Bag -1 
0.05 0.81342 —9 a 
BTT 2 
0.06 Qo. 81019 一 了 -4 
570 _2 
0.97 Ü.R2489 - 9 
jgid i 
0.98 0.83050 —8 --2 
353 —i 
0.09 0.83608 —9 
544 
1.00 0.84147 


LYE] AER ATER s HET SA RERAN Ze Tr ae 中 ， 
Hee Agee [ERA] o RS AE 


D (4^ £ (x) =f 3s) x 10-5. (6.2) 


R 6.4 所 示 是 右边 第 一 因 于 对 各 种 # ORE, 
6.4 HEARED DEÉRISEA WERE EE 


| | | 
4.8 uii 17 33 | 68 |124| 245 475 


V 120) | | 


以 小 数 第 s MOY BAI, SS n op RAE LERAMAHE RJ 2 借以 站 
(RD [89:20 8833. 245 AH ae 3 4B) a WE Seas STE Bg ah 


o.s 0.71|1.3|2.4 


tT 


$7 MASAO 97 
^^, A PALk A JL Hd Pez pE 。 


84 WHER HBTAR 


AUR GA DE Gu — SO ,那么 du 1, WF a — a, 
God, Wy, Tiy Bog tt 的 [ 值 是 Tit —2, —1, 0, i, A, na BOIS o 
HA r= ro tiu $6 1H | 

SATE, ROS ae Ch aie FH Be 9 

w= uul elumi), (¢.4) 
FA , XPS RE AY IE SEC » PRIASTE ASE: 

du? = (t+ luul’ fe om +2} 

—utu-—1l)-:(u—m-- 2) (—m4-1) 
—qmuiu—1)--«(u—m-4-2) =m, (7.2) 
其 中 分 wl 1 

mE f (2) LEUR JO | 

fie) =f so thu) sag tau p aur c aque +a por, (0.8) 


那么 ， 
Af (gm) = et Zaat --Bagqu + 46 十 …， 
A f (o, — 283 + Bag’ P --12a4u7 - --., 
Af æ) = Bag Paw PR BOO (7.4) 
A fiv) = 24g, 十 …， 


E háar u—0, 那么 wh? =—OGn 1), ARS 
{mo) 一 Coy Af (259) = Hi, d* f (9) — 23, Jf (29) = Gda, 
ATF (2o) = 2404, ++ | (f . B) 


TURO NUR 


O SES eae Miller mI Math. Tables and other Aids ty 
Computation, 4 (1950) j, 
O Woe “eng m WpSEUS 


88 25 23k SO} Ü Bhd 
7358 A ar 30 xx Eb Zr a5 ll FB Jos do, d$, 0 AS. m Sen, Tl 
EA: fo, iy +++ FREER , FE Bl 


AR Ag A 
G@o=fo, G= do, ds- Ga——R-. Q40——. $7. (7.6) 


2 6" 24 


[ALCTLS) BRE By 
^o Fia = {r+ hu) 
A2 AS 


4 
= fs dou? + DC + Fh ue 4 2 uber, TT) 


so Bide Brad Newton PARRAS 
式 中 AY A READ DUES ont AAA w/o 可 以 写作 (人 小 
因此 (7.7) 也 可 以 写成 
F(a) =f nhu, 
= fot AS) (S )+ (S) s (7.8) 
DUI Miu 5.3 sk sin 0.023. 
4r 4:5 —0.92, 50.01, w—0.3 ON 7.7) 就 得 到 


sin 0.923—0. 79560 
[0250.34 (789: 6:9: ,99.3x C9. x CC. 


=0.79560-+ (180.6-1-0.84--0--0. 04r +) x 10-8 
m0. 70741, 


LZ] AOA, 45.45 ERAS ARR, AHAA RER JL 


PATE. WEERA, sin 0.923—0.79741 5498, 因此 , 上面 求 得 


的 值 只 不 过 在 最 后 一 位 有 不 超过 1 的 误差 而 已 。 
$82 MHAR DMR 7.1 er R (0.034), 


Aue 7.2 Bm. 得 到 400.654) 0.32030 70293, AR iE at Ay Rl 


¢ (0,634) — 0. 32630 70292 88456, ples Ea 30 (ioe Bes i BBR SS, 
ACY 8) ASHE Se STL "T EXE DH ao PAS BIT AS 


TETTE 39 
F æ) =f ot hu) 
= fot dol Y )+ 42 ( 2 )- as ($T, + at T po (7.9) 
f) =f (wot hr} 
= fot dail OET St) + 4243 P) eant). 


‘7.105 
"ERI SIU Gauss 前 进 手相 公式 和 后退 插 术 公式。 
_ m 
#71 中 人) 一 人 下) *exp(—2?/2) 的 差分 表 
z | d (a) | d | EL 43 Aa 
0.60 0.82822 46029 
一 200 99927 
0.61 0.253121 46809 —2 07967 | 
—208 07194 ! 5323 
0.62 D.32918 39508 —9 02644 30 
— 205 09838 5353 
0,68 0.82713 20770 —1 97291 28 
—207 07129 | 6376 
0,64 0.32506 22641 , —1 91915 24 
—9208 99044 5400 
0.65 D.32297 28597 —1 88515 i 21 
—910 85559 5421 
0.66 0,820885 38088 —1 i094 18 
— 213 66053 5439 
0.67 0.31873 71385 — Í 75685 17 
— 214 42508 5456 
0.68 0.218669 29077 —1 70189 14 
—9216 12507 B4TO | 
0,69 0.81448 16570 | —1 84729 : 
— 217 T7286 
0.70 0.51225 29334 
ze 7.2 d(0.084) (Newton zx) 
m | Æ% — 0A WRR | 5 $i 
0 0.82718 20770 | 1 D.82713 29770 
1 —307 07129 | 0.4 —82 83851 6 
2 —1i 91915 | -0.12 23099 & 
g 5400 0.084 345 8 
4 ol —0.0418 — 8730 
E št | | 0.82830 70292 9204 


40 wake GG 5 Hih 
[Hk] Ast AR, EME, inm 
n A A^ pe EO —s,, BBY, 21 后 面 的 二 项 
EL Da RUBROS) 以及 在 国 7.1 rbi 
K DEL AL ATL RAID Ar ate REET DA ond 
do 2 POS Ta Tmp, 3. 2,5754. Suar 43 Sm BRS th 
d) Ap -一 和 相等 ) 。 按 照 这 法 则 (Sheppare EAI) HEE 
( 

COM Bii ET CAB OP DE (7.8) 类 似 地 推 
图 7.1 XJ 得 ， 在 图 7.1 中 , DAPPER LDPE ARE 

ATEA SA Be AY PEDEH HAT EDS Clozen ee diagram), 
4EUC0.9), (0.10) rh, BR DECERSESEPENES BK Be PA B 
4MEUEBPSRE. sR ER eye Be, eet BIE Fou =O x RBS 

io Pes Stirling Bt AR: 


f (a) = f (as -- hu) = fot A Ao e a, 


H rd SOR TD, ase) ce (FAL) 


和 如果 把 (7.10) HRA LS ABIL, HOUR o UE uL, 把 这 样 
RESI Ze HS (7.9) 745, REBT u~ — 对 称 的 插 梓 公式 。 将 
AAAI o—u~ sdb 


z a 
f) = otti + agp So Jo- DEN (e - =) 


Betas L(a- Dye Jeo ay 


SAUL Bessel 播 补 公式 。 
Jn CE (7.9) ~~ (7.19) DUET BG ED BGR, A DECR RES C 
不 多 ,精确 度 岂 大 体 上 相同 。 
其 次 , 在 (0.9) PREA 4o=fi-fo, Mac d6— d, 
Eas At 41g, DH ER BET RTPI 


$7 Wy He Ane AA 41 


F(a) =f (rottu) = Aw) forruf,— “HDU. gg 


+ eb eee 4a eth 71 2672) G3) oq 


(u-- 2) qus-f- Eu — 1) (e— 2) ag 
十 - :一 -一 - 190 — AT t = 


(RR ul l-u, E,—u(l—w»),6, Ese (»u—u*),6, 
Ha—u(1-—u^5í(4—u^5;120, Ei—wüL—wuw*(4—u?,.120, sk£8:3] 
F (m) = (ul fo wf) — CES 4? t Eada) 
(Eady dt) te, (7.13) 
ix AUS Everett HIAS. HAEE E Hp ED v—0 fn 
u=1 EE (GRRE A) SEA. WAKER, 使 用 这 公 
ae A. FERS PRR SPAT Ea, Er, Hy, Hy 的 表 。 此 

AL. , Zar Ft fli FA ea REA (central difference) 和 的 记号 
Bf(a)—f 24-5 )—f(2— 5). (7.14) 

而 且 把 oO" fia) HBF OP, 3952. (07.18) 就 成 为 
fg) su fo wf.) — (Kad E51) 

GE HH B1 ++, (7.15) 


FE, ASAE REFERRE — 2b E, 
例 3 mH Everett hA (7.15) Mz 7.3 R $(0.634), 


未 /1.3 de) WR 
z | ba) | ja | A 
0.68 = 0.82718 29770 —1 97291 23 


0.64 | 0,82506 22041 —i 919015 Ad 


DO nn sl el 


utfotbufi=—0.32630 46918 4 
— (EUSP B82) 一 33878 864 
EVM LE i= 52595 


i. zr 0.22030 70202 T3995 


42 $i axe a} d£ 
HA uc0.d. w=0.6, E,— 0.006, Es = 0.064, E, = 0.010752, 
E,—0.0118485, inst 7.3 SEEESIETIZT EL ERIS SU 6 (0.634) —0,3263070298, 
az) Y BEN) L. J. Comrie BPE HAY "throw back" AE, Bee 
“(ee TESS Sp? 02* —53— 051 Se (Bilan Nat. Bur. Sids., Tables of Bessel Fure- 
tions of Fractional Order, vol. 1. 1945», [IH] 62" 计算 
ft) = (ul fot uf) — (GET EMT), (7.16) 
可 以 得 到 和 在 好 .16) «ORCI Sy o] EAE, c 可 以 到 从 0.154, gn 
Fe LTRS GE FHGSCEER e A nae [USE OS PIECE oo” — 一 9281 
*— —] 91819, 由 此 可 以 求 得 一 (Eir + EAT) —0.00000 23374 344, FUE 
TU ee fo wf HANEY BR 
B T X8 RRE R= (CE, — EL + (CE, — E61 5 AES + ES] 
—(E4-- E) + (oP, — 6387/2, 4H Pat e 0. 184 时 eE t E59) —i E, t Ea 
=e (1—310 /2-—u Gh — ux) (2—u) /24 FRR TE On el By A A ot 
0.00045, TEAL |cEa 一 五 | Fiat 0.0008, KHE aR [51] < 1000, [85| < 60, 
WA |E] «90.6 GE E F BALD, 


$8 Lagrange HIAS 


EWU Fe Bt ST FPSB A EP he. AA 
5. Well Ep p he Ps a Se Bei Jes REL A TI fit tr E 
Lagrange RAAR. Pau, YE 40 MEE’ AA fi f) G=—2, 
—1,0,1,2), mR 

fm) = flay thu) = A-a feat dif a Aofot Aii t Aafa. 

| (8.1) 
其 中 的 条 数 一 Lagrange 插 补 系数 -一 一 4 5 RE f (0) 无 关 而 只 
EH u Hs, An ee dau E A, Bre 9 ,合用 起 业 是 便利 的 。 

在 Gauss ARRIA (7.9) PRA 4! 的 项 , HER 

数 卖 示 成 
@ #®iin, Marchant Methods, MM-228, 1942; NPS, Tables of Lagrangian 


Interpolation Coaficiants, Col. U niv. Press (1944), A Mtt Bh ee, 
g (1958). sdk, a RYE 1/00 Bos NBS. AMS, No, 35, 1954, 


$8 Lagrange d£ 43 


他 0 一 工 ， Gi, Ga-u(u-—1) D, (a = (u--1)u(u—1 6, 


a= (utDiulu—1) Gs—2) 24, (8.2) 
She d IH ERU ARA | 
do fi— fo, jt = f41— 2 fot f-t, AT, = fa 3 fit 3 fo f 
A a= fa—4f,14-6f9— 47 i+ f-as (8.3 


SR HERR d (8 D 的 形状 就 得 到 
A = 4 4— G4 —G3 —AG,, Ap -1—6G4— 2G4--3G3-- 6G. , 
A1— G,2-G, 9G, —4G,, As — G.- FG, > (8.4) 
WE G.2) PAL (8. 4) RP 
A a= uti uiu l; (w—2), 24, 
A 47 (ut -Ziu(u—1)i(u—2):(—6), 
A= (+2) Ce +L (1—1) (— 2), 4, 
A= (u4-2) (u4-1)u(u —2»)/ (—6), 
Ag= (十 Qu-c-1)u(u— 1) /24, 
Hb XR LH, iX Hb 5] AR 4024 u— 3 RH 04,—1(06— 7), 
—ÜQ (és. 5),. best, HES Bee 4 RAEE — BY. 
£11 AAR 7.1 PMR, 由 Lagrange TAPA X (8.0 ZR (0.634) , 
A pi O65, RA—0.01, 4—0.4, ÍF u-—0.4, .4 4—60.0224, 4 , 
= — 0.1538, 4, —0. 8064, 4, —0. 3584,.4, — — 0.0336, BSE, Anse 8.1 ARRAY 
XXE 6:0. 634) —0. 22630 10293 , 
HE] Mesage REL 依据 Lagrange 
TAT 的 计 筑 时 ， 可 以 不 必 作 申 国 配 ATIRI p (0.8634) 
SET 3s BAPE Ce. TERE 
S at et ES A AAT RC BL 9 
ete ead eed Bite 
F- 0.63 | 0.22713 29770 | -0.8064 
én ite iS BE, E 0.64 | 0.32000 22641 | 十 0.3534 


H3 kL, PUA 8.5) W bag- 7 ee LLL 
Tange Fest (8.1L) ARAB SM 


(8.5) 


Eno | SERERE 


— — bee  —F— M —— T 


ad ”第 9 章 BASH 


项 为 止 的 Gauss 前 进 公式 人 .9 完全 是 等 价 的 , 因 了 此, ARETE 
进程 中 泸 有 作 合 人 ,就 应 莱 待 到 完全 相同 的 辕 果 。 租 荐 ,如 果 狂 社 
3:8.2 A, Wye AZ GEM © KEE RA, nii y.— 
Hr (u— 0.41) HET, Pla, WF u=0.41 

(4 BM T ERATE Cate HA (8.5) ,到 小 数 第 了 位 止 作 


A wy di | A 8.4) Breath VE AA. PEPER 8.2 的 第 2 列 


_2 0.0225 965 | 0.0225 985 0m | 
—1| —0 1544 894 |  —0.1544 895 PEE JH SX BB SERE 00.63€), 
o| 0'7989 394 |  -r0.7969 395 就 得 到 值 0.32628 68731 48.…. 
i| 0.8692 086] -L0.8692 035 Re Canse 
a| 00042500 -0.0843 500 ^ 7b TM Gau fei th ARR 
一 ——--— (8.2) BLE TBA CK 
mat} 1.0000 001 1.0000 000 


| 过 ， 在 本 例 中 ， 有 尾数 的 只 有 
G4, —38), RA (8.4 求 An, RAP 3.2 第 3 而 那样 的 值 , Hie 
Xf 6 (0.6341) 的 储 是 0.826298 62404 36.…. IR XE E EE D HB 
(0.6341) —0.32628 68404 47 ---, EI, 后面 的 计算 法 粮 出 满意 
Bae, Tha MARS BRB | 827 x10 LAB 
Bee, GA EBE AT DA TAT 1 WEE MAR +i 
所 引起 的 。 在 第 42 丙 的 脚注 中 提 测 的 旧式 才 中 大 多 都 有 这 种 抽 
Mo Rife BAY BAAN. HE RA kA 
0.61 Ry 4, Bye Oo. 2 0.001 AR HEEE fi 11 EIL 
Lagrange fib s 890b Pos aes DERRIDA Cea 
党 分 表 , 担 是 ; 一 一 方面 ; 帘 竟 用 几 点 陡 比 较 窒 当 的 问题 不 能 由 计算 本 身 球 定 ， 
这 是 它 的 陕 点 , 因此 , 例如 使 用 了 5 点 法 时 就 更 计算 doy = fe—5 fat 10 fx — 
—10 f,--B5f 1— f a. 看 它 的 厦 对 值 是 香 超 过 40 “因为 C. 不 超过 0.012， 因 
Jb, 如 果 [45| «40, BBA [Gid] 0.5), fit 454 — fa 4 fr +6 fo—4f at 
+ foo ARTERIES 20, 那么 用 4 点 法 也 可 以 。 BR =f. 35.4 
+3fo— fi RIHAR 8, IAJ 3 ete ACL. Andi 42, = fa—2fo+ 
fé SHER a 4, 那儿 用 二 点 法 Geer ens). BAA E E) 


Q BSigeisi Moriguti (£g 118—-): Rop. Stat. Appl. Res. J'USE, 41957), 87 ^. 42, 


(8 Lagrange 插 补 公式 | 45 
HALL, 
AE AE RE A 2; (6— 0, 1, 2，…) 不 是 等 距离 的 情形 , 也 
Wy AB Lagrange 补 袜 公式。 例如 ,在 生 点 法 的 情形 ， 


(a) = Cm ib (m9) (2 — 24) (x — ta) fi 


(2° 一 -&) | £g 一 Ta) (£g -- ma) (m1— to) (m4 一 Ta) (tz — Ts) 
(moms) lw — w) (w — ra) (æ= a n— ay) (2 Ea) wwa) e 
[Ta 一 To) [za 一 Taj (ta — Gq) 【es 一 Fu) ig — m) 《Ya ay) dh 


CERE E f (c) — £160, 1, 2, 3) 的 唯一 3 HK.) 
TE— ATE, Bx H (x) - (a — a) (m) (一 把 ) 那么， 
(n+) ERJ Lagrange fdith xn] LIB 
f@) X erg f (8.6) 
Efe beet A, 可 二 加 表 8.3 BE, 计算 
Hl (e) = (&— m) (@ =) (@— 2) (was) 
Dg = (%— 85) (gg — L (45 — 29) (29 — tala 
D,— (81 — to) (x— 91) (vy — ta) (x, Va) , 
Do- (£a — £o) (154—284) (8 — aa) ar t3) , 
Ds— (es — to) (os 一 加 ) (ts — 22) (E 23), 
Ry S = fo! Dot fii Dit fo/ Dat fal Da, A f (9) — H (2) 8 
Wr dé Rb RE RE [ERU BA 
X83 (8.6) Nik E BA 


tig Syr ti To— Te wm- Dy fg fa Do x | | | fe "Tu 
Ty—%y By Yp— fg Xj -X3 DA fy dalih — o o 


fad to Fy Wa—33 Dy fg de Ds 0.74765 T15 0.642 
Ya — iy Xa—X4 省 一 其 一笑 Ds fa fal De 0.74921 Tai 0.648 
FE (gr) ETETETT ans 8 0.75077 Gel 0.644 
MM MM———— QG.T5284 466 0.645 
Fa) GE Cary Wm ee erence eens 


2 m3 8.4 3 FO. 75000 000). 
Ande 8.0 APPR ETH Ee, BUSS MAE 0.64350 11090 , 


46 第 9 章 XR sp Be 
zc 8.5 FHER Lagrange 揪 守 公式 计算 的 岗子 


0.00284 285 | -9.00156 016 | -0.00312 266 | —0.00408 751 
0.00156 016 0.00078 269 | 一 8.00158 280 | 0.00912 735 
0.00312 268 | — 0.00156 200 | 0.00077 981 —0 00156 485 
0.00468 751 | 0.00412 T5 | 0.00158 485 ~0.00234 466 


ff (2) 3.85276 36834x 10-1% 


D ， Ji. D 


—13.50839 520» 10-13 | 0.642 —0.01199 92609» 1012 
-5.95699 1765» 10-12 0.613 --0.i0778 84817 1912 
-5.95896 4495 10-12 0.644 0.10816 32247 x 1013 
—53.T8625 224: 10-12 0.645 —0.01199 19119» 10% 

f (a) 0.64850 11059 | 8—0.19192 15435» 1012 


DE] 8.435 LERED (areg v) WR, BSCEE HH 
SB AVBRLA f 00 幸 、 把 正切 的 得 到 大 工 栏 而 得 到 的 。 因 此 ;上 有 前 束 得 的 值 
就 是 aretg(0.75) ARIRE., Hed $e 12 pr RTE BA, aretg(0.75) 
—0.64350 11087 93, FUEL, E RAMEE Be 9 位 天 体 . 上 是 精确 的 。 


SPF RP BEES Lagrange fathers bt x LP PEH T Bt dE th ünverse 
interpolation) MHA. 


Aitken Ajis T ÍTR E RUE BUXE x dE TEC , O24 
al fin) (4 —0, L, A, ID RT, gR 
I 1 ito Tom T 
Ly (2) = " 


—&olfi Sim 


($—1, dy mds: (8.7) 


SICK 

Tox (a) = 5-72) WI. G-233,-), (8.8) 
再 其 次 求 

To =i [ONS SAT |o GB, 4, o). (8.9) 
等 等 


o0 A., Q, Aitken: Proc. Edin. Math. Soc, (23, 3 (1582), b6~#4, 


£8 Lagrange £3. Z3 ay 


BER, Ig) EH r= r 时 等 于 fo. TS eo, 时 等 于 KP 
次 式 。 而 且 ， 由 此 容易 证 明 ， dr (8.5) Xh Toue) 是 满足 
Ig, (m3) = fo, Touto = fa, Hou tz) — filia 2 RA. EJE TEE HJ, 
(8.9) 是 在 3 一 so，21， Ta, 5, AI f (n) MBA 4 RA, XE HII 
RI RE WESC EA (8.6) HRR RARE GA, 由 于 to, 
V1, Ga. hh ESO Zr h RETE ERU. AIETE EIES e Gran 
Newt, FPS AN, S € 8.6 的 形状 是 便利 的 。 


38.6 Aitken Pima Eu 


m— x 
Ims) d — © 
J og tx) dyas (F) Uy 一 时 


例 3 Hi Aitken 逐 驶 计算 法 计算 例 ”中 的 问题 。 
due 8.7 那样 进行 计算 , RI DURS F o BD 3 RN OR, A 
RCE PTH, ME, REAR ES] sem 9 TIE 


RN. 
XE 8.7 arcte (0.75) gg A (Aitken 71E) 
i ti fi | In Ini | Vit 
bL LLL 
Ü | 0.75077 98i | U.844 0.00077 951 
11 0.74921 731 | 0.643 | 0.64050 09216 —0.00078 269 
2| 0.759224 406 | 0.646 | 0.64850 16711 | 0.64850 11092 0.00234 406 


0.64850 05476 | 0.64850 11092  --0.00284 285 
M 


3 0.74708 715 


FEE] axIdEBUBBUSHER. 几乎 是 相同 程序 的 重担 ， mj Hasse Fo 
meet ang ESE A, PEG BT GALA UR At BaP 2E NUT Ae Re BE SF 
这 是 Aitken BREMEN 


48 Rae 2a we 


[H:2] Neville HEH y 45, EIES PEM 29 OB PAS ESR For kE a Fag) ， 
Tg (i) 4 +7 y HEAR Tote (0). hatt OPO, IUE. Tweedie THEN 7 XE ud 
dE P RAR APES TP OF WR Rath fof) G—1, 2, 52. rate G=—d, 
— By e] 3 Ig Gt) (t= 2, Oy n) + digg (23 (j= —1, — 2. n 5 *'* HEIO, 


t 

@ E.H. Neville: Journ. Indian Math., Soc., 20 (1934), 87-120, 

© M. C. K. Tweedie: Maihi. Tables and ovher Aids to Comp. (8) 
(1964), 18~16, 


be 


BST BOR Bas 
§9 Newton-Cotes X 12134 xb 
煞 值 税 分 公式 中 最 常用 mere Simpson 7540: 
| f ende fbf tfa). (9.3) 
其 中 m= tih (1-0, 1, 2), f (2) =f | 
ARERR Se) =f =0, 1, 20 的 二 次 式 是 
f (x) — f Ghi) = 82 0679) g, M Dg, MUD gp 
Tx f) esx, Scc (也 就 是 由 名 :0 到 长 =3 积分 就 得 到 | 
[^ faas [7067 120967 aue [P 079 as 
Ha [07D au] Guetta. 
IRAE ER SQ -— 下 列 Newton-Cotes 公式 在 
n—2 时 的 情形 : 
[T f@)do~Kh(Aofot Afiti td), (9.2 
其 中 fi— f (a) =f (@ + th) (6=0, 1, =, 0), XR Et A (0, 1, 
“ers n) AK ge 9.1 Bt, 
mi 一 工时 的 Newton-Cotes ARUBA, n=8 时 的 情形 
AB, AE Simpson 8/8 HEH, SO n= 6 ATA Newton-Ootes AH 
DAE, we nj LAS Weddle kH 
[^ fade Sh Grief + fot fot fe B fst fe). (9.8) 


xk i SR oe Bie ek HAL Ay 3R Zeit i aa Hex 
(9.5 Bese jEn—O WAY Df, bak 3 — fo 8f1-15f;— 207, 


oti 


ASE Sep Bri 


3: 9.1 Newton-Cotes ZA X 


n=l n2 te o net ned 
x 1 i 1 7 19 
i 1 4 3 8 75 
i 3 12 90 

Kat 1 X. dz b 
TOW on s itt 

EN 2 19 

45 2 
在 Kopal PARERA Rz 


ER [4T) &üp.p.536 — 588 EXE P nd 
iD 20 By A; Al D—-n/2K WRG 


(这 里 的 了 sr putris D Hx Kaen) 


1=6 tM w= 10 4 = 12 
di 989  --18087  --i8 64651 
210 8888 +i 00300 -4-99 08168 
| 27 -928 -48525 -75 87804 
. M2 10496 -+2 72400 -+357 25120 
27 4540 —2 60550 -Hl4 91295 
216 10496 +4 27368 -+875 16288 
41 ATIE -2 60550  —877 97186 
BERN ELE RMR 4-875 10288 
14 Gag , ŽIAR 
oe 
82 65260 


TIBf,—6f.-- Fa BAITI A2(fo t fat fot fa fet bfa fa) LARES. 3) 
Ej n6 RAY (0.20 Bae" 40h/140, 24 45 Eri] EAT PRAT AY. 


世 可 及 将 积分 区 则 分 成 若干 部 
a, WEAR E eae 
SA, SRR A EEE TTE GR 
AAA. SR, 各 部 分 区 
间 葡 异 处 的 纵 坐 标 便 用 珊 误 ,因此 ， 
RPE RTI SP EE ELTE 


一 次 是 便利 的 。 
mI de Simpson RtH 


pin) = (2x) Zexp( — 2/2) 
Ei 0 31 1.2 的 积分 ,而 邻 有 =0.1， 


at REA Ci dias 9.2 的 记 蒜 于 样 进行 。 
FEBR EE 8 -S ARR ZA, HJ 3 ERR 


ko H 


H""Hoooocoooco|, 


MP ROC Ou n o Cc od € 


JE ERGXRERAA-0.1 (E25 D$ O0 XC EA 


0.33483 05322, Sel SC dli ax. Hore te C 


h-0.1 


29.2 f podia 


dir) Ed 
0.30594 32804 i 
0.89695 25475 4 
0.89104 25940 3 
D.28188 75155 4 
0.88827 01408 2 
0.35206 D3268 d 
0,838322 46029 2 
0.31825 89334 4 
0,28069 105028 2 
0.26008 52499 4 
0.24197 OTZ45 9 
0.21785 21770 4 
0.19418 60850 1 
E=1/3 


QO iki Johnson: Quart. Journ. Math., 46 (1915), 32. 
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69 Newton-Cotes EriftfzRBAA!BLA 51 
JE 0.38493 03297 78 n RU E ASSIS Bue 2.024 x 1077, 
AIS SPUR AA Newton-Cotes AOR PAIRS RET er agr 2 d fn pee By 
2 DLE ETE Ae SE ERI THEE N SESS IE. REPE PAAR ZI ARR DR EH 
+P, Ss onde 9.3 Wn pg 9.1. 所 示 ， 


329.3 Newton-Ootes ASRS E GAD 


| ] 


5 8 — Weddld 8 ' 10 > 12 


— 020 | 
— 0°71 [十 03988 
— 0381 | — 
— 0318 |-- 0417 
— 0711 — 


— 0344 |-1-.0910 
— 0828 | .0442 


— .0?19 0820 人 |— .0914 | -一 


Lb: n 

mi 3 C$ oom to ts 
| 
c 
a 
十 
e 
e 
fo 
| 
3 


一 = tg 


cl 
zc 


B 
| 
» 
M 
an 


ir 
PW 

VAY 

BP 


& 


: 
Ti 
u 
E 
M 
h 
Y 


C 


ia 
3 
ti 


1o 
LU 5 


mJ) 
F+ 
rm 
pr 
tad 


5 6 
—— M 


FE] 9.1 Nowton-Cotes 2. bay iit (p] 1) 


52 si Wins: Ar 


fehl epee 10 eet TAN. BE AD N =I3 “> E te Fl n= 6 Th E 
n—12 的 公式 时， BT SAREARARAT RE. ERAT 
FES He ye Se (annneation error). Bg 9.1 Byzliid Fs ee AER 
XXE. mibRERN—1ImBpIHEOHEO. TAPE RES REST o 或 
x BOSORERIA, STR ap eo SEL, HAN STG 
Hig Sg eel Wy E] (N—1) 74, SG a2 Pl nI t |E[o ON —1) 75, 还 可 
PSE, 9 一 3 时 的 五 与 # 一 2 时 的 吾 有 相同 的 符号 4 METAR AA 
者 的 2.3 pkh, ZEST, Weddle 法 期 比 n—6 时 的 Newton-Cotes 
SAAR A Ae | 

HEA EA m LIEM Newion-Cotes Asta 28277 He E] Pl 
子 , 考 察 % 一 32, Éi Simpson FEHR. Hehe, (9.1 Mp 
是 近似 值 击 左边 是 精确 值 , 因 此 , 愤 差 是 

ELFI =À UG) --4f G2 +f on} - |^ fG)ds, @.4) 


Se BRIE DB f) 确定 ;因此 ,可 以 说 是 了 (w) 的 证 画 。 因 而 可 以 


形式 地 号 成 
ECf1- | gaf Gode, (9.5) 
其 中 | 
gla) d (8 (a — as) --48 (a—2;) +3 (& — va)} 
— {1 (@—m) —1(2—23)), (9.6) 


而 3x) XR Dirac 的 Delta BB, L(w) dex rA BER L1 (0) 
=1(e>0), —0(m—0)], 现在 , 把 giw) MRR Se 


gC (@) =" g Qu) du, 
gc» -[ sd (Q-1,2,-) O7) 
(图 0.2) ERR mmo 3H mm. Bb g@), (0.9 (o) 


O en 9.1 rp BITTER LAE ES RU E 


$0 Newton-Cotes AARAA 
者 等 于 堆 , 用 分 部 积分 法 就 可 以 把 但 .5 变形 如 下 : 
可 [天 一 [站 — 9€ fh (a) Hy Qn) f" Go) 
gD" 0) t| goto) f (oda 


-| go mao ^st eyed, (9.8) 
但 是 ,由 于 gt) 2-0 (ao m3) , 因此 ,根据 中 值 定理 外 


ELF1— f? © |^ g œde, (9.9) 
45 

gix} i À " 

E A 
*uü : * 

~—1 
g^ A (sx 

_ Xn Tl Ys * 


g'-*(x) A Grm) t (xo 


X 
az 


h P d .3 
gtx) girto gi Ip) 
ty x X2 x 

_ 4 

gi (x) A x) Goo 
X X1 42 x 


E 9.2 gir} rrt 
Heep & FER IB (wo, 53 ARES. (9.9) SBE 
A5/90, FLL, tbe ta 


ELA =2 sO, (9.10) 
用 这 种 方法 对 于 的 各 种 值 求 得 (近似 值 -精确 值 ) fy BEEZ 


oN BT HER an ze 9.4 Bros (SE RB TY Sep ty H AB Be tit S). 


€ FANRAN: Bei STR) (epee, 1945) p. 1123, 定理 93, 


54 第 3 全 KERI WERA 


3:9.4 Newton-Cotes Z3 WJRRAE (e X 8l) 
n|ai2; 38 | 4] s | 6 | B 10 
D s” B 


l 
33084 My Q0! 1 84635413 


407775 | 8208 18592 


Ll E ere |3: SA 


zu Bre | AEG Te) 
E | 20 


94D 19098 | 


ho 2) 
1400 


ARK KRAK H (o, 门 务 为 等 分 , PGR 

再 分 成 等 分 而 使 用 部 次 的 Newton-Cotes Zak Ep EE HD IE 
为 积分 的 值 : 例 如 ;上 面 的 例 1 T &—6,n—2 的 情形 )。 BOR, 
iE Wb h E Hj Bp SA AE ds XC E N= En Tr ly jfi gx Py HQ WS Ae 
h-(b—a)/(En) = (b—a)/ CN —1).. AME, PWE n=? 的 情形 ， 
EPSP CH. El aR Xr (9.10) 的 形式 , 那么 , 它们 的 总 和 
可 以 总 括 成 

= Ud) ere FE} 

=P oppo = boa LA) (9.11, 

gü 180(N —1)? 
WR, FEP Eil, e, 5) ESR KRA AEM, EE 
Se) FRR o, ARETE, FRE AIRS 2 的 各 种 值 求 
PEN) Bese An Ze 9.5 Bas R RR T R hha Ee), 
5329.5 Newton-Cotes Ash RRS GEEA EBT) 


TEE | 
IN Di 180(N —153 "ON — DF 945(N —1)9. 


G | 8 | 10 


206 (b—a tifa 128927 (b —a) BFD 
4 87776 (N —1)9 | 8538 87184( V — 1)3 


Bbib—ayye 8 (hb — a 2f E 


2800 (N — 1/8 


ER 
3k | 12096(N -15 


an E Bo | (b— aysf d | (b a bf 2h — ay Tf 
Ix 


按 服 入 9.5, EB 9.1 rp PA m] AS Erf aie HB, BB a= 时 
CREE RRS (ON —17 72 REA, n—2 Bf Simpson ADA n=3 Bj 
3/8 GEA) PRR RR-S (ON 一 1) 于 成 出 例 , (HUET RIA RT HBT 190/80 = 2.26 


$0 NewtonGotes Zi aA f 55-— 35 


TE SATE ET o 
HAR, FERRY § ERA AIR) AE o E.. ERER H a 
Tom RE. 


XE TES 2.3 HRANA n FRA 2,4,0,5,-- MRENE A. Pe BE 
SOCAL FA Te e 3 f ( a RR ABCA RR , SPE A PA 
AUTE KC EATER RE .六 中 REA E 28 EER AC ee PAR, IU (2) 
TE, E PSR) Taylor Resta ee P oS BOGE Se eR PY S BRE EJ Pn) 
AT APSE URE) im 很 大 时 FOP (DOR mt in” Be Be, PEL a 
JR h/R— -oN -DR FREESE, BEA Bn CE) 也 不 会 
怎样 变 好 。 (如 果 这 一 比值 超过 em 3, RRR PO.) TET By 
KE A RR dO) ER RL eh es Fg AMPA AE x 

m2 用 各 和 Newton-Cotes AR Bk dt fm =1/1 +24) h ORI 1.2 
AGA SPE Eee FES 10 eR A Be TERRE 

arete (1.2) =0. 57605 80506). 


379.6 Newton-Ootes 25th (Fl 2) 


| 
s |w | 1 


2 |—.020 | | 
3 | 一 .0 |—.0355, j 
ol- gsi) — |- 023 
5 |—.0:90]1—.0449, — [4.0934 
a l-o] — , — | — [408g 
7 |-oa2|-.0995 —.0819| — | — 1- cose! 4.0590 
9 |- o276,—.0011' — fom} — | 一 ~ F-00512 
14 -ogg oea! — | — Leoni] — ^ — | — [Lee 
18 | --.0834] -0°201—.0%7/-+.0724| — — orto! 4.082) — | 一 = 0°86 


与 例 工 中 的 表 9.3 mpl 9. 104 bye xe 9 6 AY 9.8. 

(AA Hi f£ (2) 在 x 二 土 : 有 坷 异 点 ,因此 即使 提高 次 数 也 不 会 改装 
精确 庶 到 和 象 葬 工 那 样 的 程 底 。 当 使 用 的 纵 坐 标的 个 数 声 少时 反而 会 有 精确 
EARRAN E, FRAT DH Se 0.5 FA A IG (| RA m 1 时 
|E| ec (N — D) 75) dE N e AAT LE] SEE oh AR 


O To Liata E Hildebrand [8], pp. 79~80, 


56 Boke Ses +H As 


一 -一 他 c 
= = 
- a 
A 
f) 


| 
,| omm || [| Ff Ne 
(51 - 
A 
TLL 
|- 
015 3 4 5 6 3 p qi 13 


图 9.8 Newton-Cotes Zi 4S (FT 2) 


§10 Yetuwes RAHA Gauss 积分 公式 


aie sp RAY Newton-Cotes 公式 使 用 了 在 等 分 积分 区 阳 的 
点 上 所 立 的 级 坐标 , 但 在 一 般 情形 并 不 一 定 要 这 样 作 , 因此 ， ACY 
中 剂 区 使 用 井 非 等 距离 地 ， 面 是 按 别 的 原 即 适当 选取 维 坐 标 位 置 
的 和 分 公式 。 其 中 之 一 就 是 Weonues 到 式 。 这 一 公式 是 把 在 积 
Sp AG PR C BD f (0) EOD pe N PA m (G=1, m. N) 上 
的 纵 坐 标 匡 以 相等 的 权 玉 Tc eR ER Ey BU IE, n 
[f (de WU Go f) te fs). 0D 
834,23 f (0) —1 8,39 Y f C10 0) Vitr AER 
| Wo (b—a)jN, (10.2) 
ASRR SHEE AE 1, muss On HEC D 对 于 尾 意 的 站 次 式 成 
xt OEE BI OB RRETAN). Jai, PEAR Ec 
w= OE Oe a, (10.3) 


选取 wu =l, n, N) 使 


1 
| qi" efus == 
—1 


oor, M nar 2; um Tu 一 


1,2, 


Ji. 


ily (18) =, 


itz) = 


$10  UeDBmes 积分 公式 大 Gauss 4A 


Hatu) = (du? — 
17, (8) = (46u*— 80u8-4-1) /45, 
Hp GÒ = (AOBu* — 
(B480u7— 
Hg {wy = (49898 
IT y (u) = (22400n° 一 


+0. 37454 14006 
0 


x crus dee ux) 一 


就 可 以 了 ， 


e, MA N ARN N ADRA 
Il (8) = (uta) (u — ug) ee 


1) /3, 
Hy (tua) = (720° — 
lO0nu*--21u5— 15/105, 
T 560u5 +. 2502u* — 1494) /6480, 
— S6700%w + 207 902" 


(u— uy) =U, 


=F,2,++, ¥} (0.4 
ne LI RAY wi 
(10.5) 

Hafu) = (Zu —u) 2, 


—9990u* — 43) /49525 , 
$8600 +151 20u — 2280u* +58u) /22400, 
(10.6) 


0.18790 61842 
1 


#10.1 UWe6nmes ARMA 
b 
qm, = a 十 “一 u uU. ($— I, ,N) 
p 
ty T N | t 
-0.57735 02892 | --0.86624 88181 
0.57735 02692 | 6 --0.42251 36538 
-一 一 + 一 一 一 ] 

-0.70719 67812 | +0.26653 54015 
1 一 一 一- - — — —— 2 
0 onto ere | | 0.85886 17008 
TO.f0110 67973 —— | ; 0.52565 87758 
—0.79406 44723 0.82291 18105 

-0.18759 24741 | 0 
ans min | +0.91158 93077 
十 CU d | --0.60101 86554 
0.83249 74870 | | 9 0.53876 17881 


60u5 + Tu) "72, 


BS FIE HEH) REA 
EE u d= 1, +, A 如 表 10.1 BR CkpXIm rH eL& mS, 
BIKE N —8 0 A 2-10 的 情形 ,了 y (oc) 的 根 中 包含 着 一 对 成 上 的 复 — 
根 , 不 能 适合 明 前 的 要 求 )。 又 在 胡 10.2 eR FP ECO. 1) 
133 — Fe x1) P934 2R3À, 9 。 
2:10.29  Meóumes Ahan 
po PI Sip (a) — [Lf eax 


N 2 3 | 4 | " 
E 有 _ (b — aari) | N (b—a)if'& | B 13(b —a)*f:9 
4220 HW 27 31600 696 72960 _ 


E ..(b-a)9fo _ 1861(h af 168 (b —a) HFM 
20327 25000 100 32906 24000 


— 54985 T8550 08000 


公式 的 推导 ”为 了 推导 人 0. 全 ,— fva 


Hsu) —uY-EaquN-14- bay, (10. 7) 
LE, E HRS REPOS 36 | 
y= — E Hn By 2 juin, t= es es (19.3) 
Bos EAR A SY AE BY ELIT] 
3 一 Sa, Sg= uF, S3— HQ. e (10. 9) 
ZR, HARI. 4 推出 
En = upxd (m—1,3, eN), 
=N/tm+D  (m=2, 本 ND, (10.10) 
这 样 , SAR 044 Gg, py Oy MERETE T o . 


DUX, 4 N =2 hf, 4 = — s Go= (87 — Sq) /2, PEELS —0, sam 2/3 得 到 
d1—0, a= —1/3, Peet Hote) =w — 1/3, (hiti, Zi N = 2 Ep n, 
uan d i/v 3.) 

为 了 对 于 一 般 的 BESEIDOEOHRORIM Hy. 00. Fe ep Ay: 


—PÓ— 


O Kopa! [4 , p. 540; Jaze zzi Salzer, Journ. Math. Phys., 28(1947) , 191, 
@ Hildebrand 531, p. 350, 


$ 10 Weümmes Hv Gauss MAk 50 


^r 


Treo = Íl (uu) cu LE (1 eus ex i e (i-e 
N ] A p ros 
E: 


M X a 
=-4 exp (2log (1- 4 poe exp PA (-2 — oa —gip- «Ji 
— y" exp — $1 $2 fie oh (10. 11; 
fee Jes BUF Se) SC EI u Bp Ee AVE E sy ARR] CL oe ID. Qu). 鞭 
SPRIE AL ALSIP ED 315 9. Sy GER Syy twang c RIAT o 
Bi Hi N-=6 的 Temmes 公式 求 前 节 例 2 (55 ED 中 的 积分 。 


~q NEWTON COTES 
& x Yobpno 
A. 
eT aM 
. o LB . 
CL 
0] Gauss . 
0?) - 
4?1 
pr L 
2 3 4 5 6 +t 8 9 10 41 #42 13 
aoe MN 
E 10.1 Sede RARE Se SD A 2 
#210.38 例 1 的 神算 hae 10.1 HA m 而 计算 20.6 


TO0.65, XI T XX aR fm). RAS 
(b—a)/N—1.2/6—0.2 MEAE, PEAN 
0.94648 83077 | 0.9281 37027 Be? EF R JE 0.87006 21713, RE He 
0.44001 87591 | 0.88779 oogig TO. 09 61208, 

0.75998 12409 | 0.68888 56060 Hi fi FE Js HDL N—89,3.4,-.,9 的 
0.85861 11923 | 0.57854 25438 Yebinmes 272; ROSAS Esp 10.4 
1.11974 80909 | 0.44368 SO4TG 和 图 10.1 CHESED 所 示 。 


0.2 € f ir) 50. 87606 41711 [iE] Reg 10.1 41,29 f CT IDE, 3b 


T4 | ra 
0.08025 19091 O.99360 ORÁBO 


"a 
= 


60 


BESTE Si BEST 


HRG Newion-Cotes Asai (ze 9.6 fH N —2 n--1 时 的 值 ) ,这 
ft SET REREAD phe 10.2 可 以 预想 到 的 起 热 。 


zc 10.4 UeGmmeB Atp (08 92) 


+0.87735 03692 0.50000 C0000 7 | t0 
4-0 
| Q 
0.77459 66692 0.27T7T 77778 | 

+9 
9 0.44444 44444 to 
MM a a o --D. 
0.86113 63116 0.17392 74226 4-0 
-L0.38998 10438 0.32607 25774 40 
+0 
40.90017 98459 0.11846 S425 | 9| x 
5 | 40.53846 98101 0.223931 43292 at 

9 0.28444 44444 | | 
— m 
+0.98246 96142 0.085606 22469 : Xo. 
6 | 4-0.60120 93865 0.18088 07865 | 10 | i? 
0.238801 91861 0.23395 69673 | +9 


tH 


——— — -LLL——— —— 9 —— 


94910 
4168 
40584 


. 96025 
, T9556 


52533 


Isaa 


. 06816 

SSBO0S 
J. 51387 
-S2425 


7550 


SC HOG 


7.67940 
J. 43889 
14557 


79123 
ils256 
Ebl 


pangs 
Giry- 
240909 
40425 
02395 
Hora 
14827 
digi 


GB28b 
agr 
OSCE 
BdD41 
433980 


eo D O 


— o og 


T D T 2G momo 


O64 74 
. 18985 
.19091 
20597 


-05061 
-11119 
185885 
. alat 


04062 


04032 
-13030 
. 15617 
- 16511 


08883 
07472 
10854 
. 18463 
14776 


24822 
26957 
50253 
0D9 1 
42681 
05172 
33223 
18011 


T1943 
40803 
b3493 
O3 304 
96r 75 
HOT 22 
5or46 
21813 
016055 
21124 


PRÉ Gauss 积分 公式 , Wi ees A eR ERAT E AR A 
d — E33) A 2S, HES AAMER BCVA, "ERE 


TRE 


| F @)de= (6-4) (Af (1) + Aaf (01) H+ Af Cex) h. 
(16.19) 


aq 2 N= 10 BP, BT EIBEXE 10.5 RH uy, AG 1, nV), ifii 


Q Wem —-—-— 一 FRE oe TE 


810 Weinen 33 235 Gauss Aaa 61 


+é b—a 


d j-- 2 uU; {2= 1, +--+, N) (10.13) 


UE fic EER 


确定 坐标 和 权 的 方法 到 10.5 的 ui, 4, Ra Fuer ee: 作 变 
ERR c= (ath /2 Lu (b—6) /2, At 10.12) ode 


Í gw au=2 $ Aoi), (10.14) 
-1 -1 | 
Ab Y i xx ZU T BEI e TEE A de IBS o GO 8 US Riu Yr, FE 
i Hà» lj at 
2a Ait =| u du (I0. 15) 


对 于 os-0,1,2,-e Ae Re RES REI. Xp 对 应 于 
mb, Ay tts N—1 AY A AAT a Fi May rir. Hy PCPA CRE ERA 
异 的 ) BEST PL EIR AR A, ce. Ay EPIRA. 


HINT Hy (Ww = [I (uu) TOE 


._ tł Hy) qu 1 0.18 
"3m. te) ba «oca € 67h» Q9. 19) 


(积分 Lagrange f aV (8.6) REA LABIA) 。 

SRE XU 4; MEHAR Rf se bu, CERNE Hy QOO, 
is (10.15) 98-F — B EIL PRESARIO. ee ARTERE H, 对 
Fm=0,1,---,N—1, (0.15) pc. aoe Bee, CIO. I8) GET. mo N 也 成 
3k FRU SP RISER. Hy (a) Su + ay o 7T eb pak Hie BREST 
ii A AED RASEN 


EP 


SD Aly G5) = 六 | Hf. (wy du, (10.17) 
7m] i at 


D] uw, 都 是 Ha G0 B, POU ESO, eH A, XL - - S 
T0. Re PASE 0, 10.17) PVR m0, 1, N—1, 
(10. 36) RB HEE T mN, C0. 15) RES. 
(AEE Hye) 210.17) ARH 0, MTGE (10.190 对 于 m —0, 1, -- 
vey N —1, N pE VEZ, AUE DENA 9 T 865 10.15) 34 P m — NET 4 
[T i 
È AH. p= L| why ada (10 .18) 
jon . 1 


的 右 过 等 于 零 是 一 个 必要 充分 条 件 RSE BREST m1, 2,…， N, 


62 TRE BAAR} EHE 


NT BPAY 0. 16) Sp RED fys Ge 32. yy) VSR). DORSETT SE 
pur El], C10. 355 对 于 m—0,1, 5, Ng NEI, o, ON —] Sie VE ATS SE Tg 


ay ^1 
2) Am T, (0) —3] UII )du (m=O, 1, 4 N-1) Q0. 19) 
Tm - z 


PA AAR FSSC. KAR A T TEC. 15) F ms2N—1 
WA Dh ty, e ta DEUS AREA IT c dn IN — 1 25€ PC FE SARE se 
的 街 件 是 必要 而 充分 的 。 但 基 ， ESE STA ea, 这 就 
是 Legendre SIAI (HI w^ WAER AR. Tee, Fx N 2k Legen- 
dre SHAMRA wa TES OBEY s oo LGR 4. 就 可 以 


7. 
2 H N—4HBEBS Gauss 公式 计算 49 DJ 2 (60 ED HAUT. 
ERAR 10.6 所 示 ， i ， 
| 3:10.86 $52 Bj 

S20, 87607 48742, Afi ax X Bi iliis 

差 是 --0.0568236, zi | se 1 A 


HF N-2,9,..,8,3t 0.08381 82180 (0.99310 59381] 0.17392 74296 


STAR DS aye iss 10.7 0.20001 13788 (0.86445 49777 0.32607 25774 
i 0.80368 86262 |0.00738 665501 0.82607 25774 
和 图 10.1 (SCER) 所 示 。 ‘ 2 5 


NEM u 1.11868 17870 |0.44504 21484| 0.17392 74226 
LEI  BIDUEEQ,HL BS 


FATE) PS AB PRA dir SS 2) 1.2 S, 4, fi 90 87606 48742 
的 公式 相 比 远 , 精确 度 是 显著 二 优越 的 。 


霄 了 .7 Gauss Asha (8 9 £9] 2) 


+ | Lt. or] s 


| 


y a | os 


i” 


BEEN | 
0.0242 0.0888 | 0.0568 — 0.0784 | 0.0828 | 0, 010 
| 


Gauss 积分 公式 的 襄 差 一 般 由 -下 式 答 册 @: 
= (b —2) 3 A f) — [f G)da 


N 365g i 
Srp TO, (10.20) 


O ninen Kopal 4], p. 378, 


el 


310 Yetumer HAR Gauss PHAR 63 


3710.5 Gauss ASRS A 


N | 2 | 3 | 4 | 5 


_ fb-a)5fie 一 tb —qiifü» —(b—gj9run '  — (balia 


| 1820 29 16000 — 17781 12000 . 2.58487 6467 x 10D 
i | 
| | 
N G 7 | 8 
EM | d Ë 
E — [à — m) lefts) | — [b 一品 | lo fili | — (b 一 4) if 09m 


5.81848 O91 X10B | 1.54026 0470 x 101" 5.89149 6296 x 107 


Yooumen 积分 下 政和 Gauss 积分 公式 的 想法 和 处 理 方 法 都 可 
以 毫 无 改变 地 推广 到 缚 有 次 动 权 的 积分 的 情形 。 
在 de6suuen 公式 的 情形 , 代 赫 (10.1) ，(10.2) 而 分 


[wtf God W Uf (a) +F (9) +e +f (9), 00.21) 
w-[ wieda! N (10.22 
BLSTELT. BEAR 10.8), w(x) ER lu), BL, (10.4 


1 mm ^ 
| e edt 
—1 


po 2l d$. (10.23) 
| p jw (us) du N ii 
FH 0.5) eR HE 00 FERE E Jr 10.7) MERR, Be 
(00. 外 和 基本 对 称 式 0. 外 之 并 的 闫 又 与 前 而 完全 相同 ， 只 不 过 
代替 00.10) iH] 00.23) ashes N 倍 就 可 以 了 。 此 时 ， (10.11) 
当然 可 以 不 加 改变 地 使 用 。 

TE Gauss ARATE PUE 0.12) 分 


| way f (a) da: Waf (e) Waf (3) be Wf (wn, 
i (10.24) 
Hx Hy) = (æ — ay) (m— ma) (e ax) , Wn gn 


b ， 
Wl Hy) gy (4-1, 2, e, N) (10. 25) 


7 il, UE) ag t — ii 


64 TEE SUE BUD. Peas 


igi Wu. LER H.() (CED wie Xj dw Rm elms, 1, 
—1) EG, MEN Hy (a) 使 


b 
| w(zim"Hy(m)ydze—0 (m—0,1,:«, N—1), (10.26) 


423% 10.9 中 列举 由 几 个 具体 的 例子 € Rep STA vU BJ 
数 不 一 定 是 1 因此, Pea, ae REA oe” WRB ORG RR 
Hytw))， 在 二 后 的 一 例 中 , AW, 是 常数 , 因此 和 具有 同一 六 . 
wla 1 一 吧 的 情形 下 的 Teónmnes XUNG £e, 

3610.9 Gauss 型 积分 公式 的 例 子 


R 分 | SRRI | zi, We tty k fii e 
1 BEEN | MM MUT 
7 i | Balzer-Zucker: Bull. Amer, 
| ef (x) de | Laguerre FRA Lys | Mati. Soe., 55 (1949), 1004. 


-一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 
_ . 7^ X Laguorre #78 & | Bornett: Proc. Cambr. Phil. 
m eru? f (a) du | ER ia) Soe., 33 (1937), 359. 
1 Mineur: Techniques de Calcul 
Ie 7 Vlog » di | — Numerique (1952), 555. 
eS na Salzer-Zueker-Capuano: N. B. 4, 
Hermite #A Ux (a) Journ. of Res., 48 (1952), 111, 


-~ Ses 
"4 'r md FL 
E fé) oq. | Yetrmer SIA Yu dm) | t= cos E = T, Wi =ar 
-pp | 

| | 


-— -— Tr -— m — rH €—Á— - 


$11 BET (B AR 
FA EAP ass (7.14) suck ES gin d 
H h ^ 


的 记号 号 出 Stirling EIA (1D ,就 得 到 
f (@) =f (Go thu) -fo tundfot fa 


pum Sifate, (1.2) 


将 这 表示 式 对 & AT ki Ar u 0 就 得 测 


hf Qu) =uòfo— 1 ud fad- di WO fo — i OF 

of TBSP O™ g BU Fat gg MOI Fay P^ FO 
Leno uo fo — — po fure (11.3) 

ROSE RY u du APA AS Tr u= 0 Re SEI 


| 1 i ag los 
A f" (xo) — fo 49 9f. + 90. fo 560 O^ fo 


T f OMS. (11.4) 


1 

Si 18632 

kee T tea RR EB rA. Tid Bese Ese ee A LBD Se ee 
(CLES, 0T EXER EJ ER RAS 

用 记号 推导 的 方法 ”以 下 用 记号 太 法 指导 相当 于 (1.3) 和 (L1.4) 的 推 


EARO, 
月 
Je (x) =f (£+ hui) (11.5) 
EXET ES. BAL (7 14) SENS 
=E% Ek, (11.6) 
m (12.2) my 
n= = (Ei LES), | (11.7) 


BAB RFD RaR 2 armen m 屡 开 就 可 以 写成 
E f (x) =f(eth=f@) +, -- ; Pf I > DPF (2) 


BAD Daf co pem WP F(z), (11.8) 
TA JEG 
Boe (11,9) 
ICA, CLE. 6) 得 到 
A | AD 
&—e 2 e 3 —2 sh ne , (11.10) 
G HHEH 
3 5 ss 
一 at- -— ioe 一 一 一 + — bod . 
AD 2s $) ER (Tl.11 


QO #5 W G. Bickley: J. Math. Phys. 27 (1948), 133, 


86 ASG SHR? Mia 


这 样 BOAT USES 5 MARHA T ira F P, H4 (11.11) FRA BE 
ESR RDF y, ERT, Sra, BPP ae m Er jt Pu: 
RR Df, , CICERO BEP AUTH Lay SHEET ST ELS HA, 。 但 


Zz, 1.1 AR SRA AR, ARE, 11.11) B9» ROE F 


Dni 22n "TN Jön + 46203 3- 1523n 
5760 20 03040 
, I5, -+ 4520 23 + 407 283 4-1 19 8b6n js 


13034 505200 


385n5 + 16040nt+ 279884n? + 20 5796877 -- 56 820457 ,i A -) 
36 78732 26800 i 


55 


dep 1-3 


(11.12) 
因此 , 当 #* 是 偶数 时 可 以 用 以 计算 Re 一 Fn (ay), 011.2) 482536 LA 
4r n-2 的 情形 。 

忒 下 想 要 导出 类 似 于 (1.3) 的 公式 ， 为 了 这 一 月 的 ， 骨 要 右边 乘 以 产 的 
FEAR, dp (11.7) $0 01.6) a EM 


na(14-2),, (11.13) 


-i ln 
PUE, AT e(1--32/4) * —1 SR 11.12) me 
1 
n H 9A X 3 n 5n? + 225 
h pra (1 ! A) (1- gp 9s Mm ya e) 
An 1-53 ag Dui + 52n +155 , 
ue (t t —  B760 
_ Sbn*--TT7n* 5749 +14175 n 
2603040 | 


"E Ont + 672043 + 96791n2 4- 6 107700 +14 88375 D 39 
13034 50200 


.S59n +2271 bmt + 5 362941 + 63 33250 + 374 082817 884 09475... 
86 78732 28800 


to), (11.14) 


FAIRS RR AT BUE BECHER Se D'fam fO (ay), (11.3) E 1.4) 中 命 
n 一 1 的 情形 。 
bii duse 11.1 Bye SR ILD, 
#2 PEPER PISCASCEE dy oh, oR, FAK ASG ds (11.3) BET PARERE (0.1) 


ri 


* $11 & ii fk M 67 
J5 (1.3) =- ed -- 6213.85] — 38. oa 4- eH 


— 10-4 —5220,22175— 0.010367) = — 0. 52202 32117. 


RHL Sole) HEDE 


x Jor) | à | $9 | * , »; Dja 


| 
0] | | 
| 
—4557 667 | | 
| —891 381 j 
_ 4848 928 | 85 614 | 
— 256 747 1 721 


1.0 | 0.76519 769 
1.1 | 0.71962 202 
1.2 | 0.67113 274 | 


| 
| 


- pio4 | 87 335 -—$802 
1.8 | 0.62008 599 (8218 ss —213 412; (88 0445 | 1 419 |(—811)| —18 
— 58232 | 3 38 754 — 890 
1.4 | 0.56685 512 一 1 099 
—B502 745 ' 39 803 
1.5 | o 51182 787 | | — 189 805 | 
— 5843 550 | | 
1.6 | 0.45540 217. | -| | 


[EE] 在 和 下 数 第 8 习作 舍 大 的 精确 值 是 -0.52202 325 (依据 Ja (1.3) 
— —J4(0.3) mig i0) 的 表 青 得 的 ) WHE, KERN ea 
4-0.074 HRE, | 
— HOR 5 Ar 3B ERY Se f (£3, —2, —1, 0, 1, 4, 3) PRA 
& AIRS sy 那么， 如 上 二 那样 南 到 8 TR STR E AR 
ZA 
> | 去 1681 — £o) + (&g — E- Dis 1 {Cea Bey + Beq— 8-4) 


+ (é4— Be, + Be_4—6_9) E - x 二 (es beg Oe — ifs, 


5e a — 619) + Ga - Des 4-108 — 105.1.+ 59—s.3)} | 
= cu (Es 一 Nes +- 4524 —4De 4 十 HE a -—-& g) " (11 . 18) 


dnd se. e AE dar ETE] (70.5 x 10793, 40.86 x 10-3). PAR AUOESZ- 
Ai, FEA EPRA SE TAE 1035/12, At Q1. 140 的 皮囊 等 于 


10- 18 — 2107 x 10-18 
andy (b+ 81+ 2025 4-2026--81 . D) SO RE^! 


由 此 推出 , (11.14) see eT 


2107 10-9 0.31x10- 
M 21600 Rh ^" A  "* 


es age S11 - Bie? 


在 日 前 的 情形 ,由 于 =4.1, ues 16) ey 3.1 x 1078, AR eee ay 
TEAC AT AER 2E 9 Es Py CE) EHE S PET 6 ARRE, 
ee Lagrange IAA (3 8) 的 方法 进行 计算 ,可 以 依 


tex rm: 


f t —7 


SAH 


(11.16) 


EPRA A; 和 五 dz 11.2 ras eS i RRA AIi BI PJRS 


it 


- RARER 7011.3) arte ME BREST i Ja xi FF A 11. tA) 


3011.2. KERERE 


| Ay 
1 E — 
3 点 法 | 5k | 了 点 法 
g | | - 
3 | 1 9 
-1| -i | -g | ~as 
0 o | o 0 
1 1 8 45 
5 a1 _9 
3 i 
mu | 
K'—1/2 K'—1/12 K'-1/60 


311.8 例 2 的 计算 


zo | fale; | At 
1.0 | 0.786819 769 -1 
L.1 0.71962 209 

1.2 0.67113 274 _ 45 
1.3 6.62008 599 0 
1.4 0.56685 512 4B 
1.8 0.51182 767 ~9 
1.6 0.45540 2°7 t 


à. Y AUS = 0.52202 32117 


关羽 的 变形 就 可 以 了 。 — 

Ae H7 HikPBJ Lagrange 4 
式 计 算 臣 例 中 的 局 一 向 题 。 

aps 11.3 所 示 那 样 进行 计算 ， 
FAY Sate — 0.62202 231, 

[2t] BRAINS, 和 前 而 
在 例 1 忠 得 到 的 答 当 当然 是 相同 的 。 


3t 11.4 RETAN 
E — (ERY E ASS (o) 


N | | 


| 8 5 fi 


0.3 {+0.0°7 -L0.0184 | 十 0.0514 


0.2 |[+0.0°25 -++0.0427| -+0.0812 
0.1 +0. 0864 ' 10.0541] -F0.074 
—0.0613 


0.05 二 OO | —0.075 
0,04 | --D.0910 | --0,0815| -- 0.0513 
0.08 -+0.05 - 60.051 | — 0.0812 
0.02 | 十 0.0428 ， --0.078 | -+0.07 
0.01 | 十 0.0563 —0,0817 ! —0.0504 
0.005 , --0.0512, —0.0642' —0.0f45 
0.002: 0.0875 | -E0,0975 -40.0299 
0.001 © --0. 0932 | --0.04i -+0,0°40 


40 


$11 £x ik DR 2 Éo 
Si 7525 (8| 2 SEES, 把 园 一 个 问题 ， 对 于 种 种 和 不同 的 产值 . 


BEATAM Ei N eG tp SE SERES e HE du Be 
11.4 和 图 11.1 Bp. 


H 11.1 Sy etek 3 ARR 


裁 断 误差 Er Be LAR asl ande 12.5 Bran, Ba ae, Aa LILL rH 
JR SRE ARE HIER DS EUER P pub e eA PP et a 


zz 11.5 TARR Re 


h F 


Er 一 sf uci pm | -E Fe E) i FOE) 
RIG HPARNSARZ 
N a | 5 | | 7 
! | | 
7 0.90320 0.27x10-8 | o.sixto-8 
R | 一 ~ ML | Ep. qa 0 
| — 7 


h 


HE, AREAS LAA E ASP RATE, MAE PRESS 
+B AY, xcNIERGÉIRT ETESBSERQEEBRREDS GA GIEBUES UU E 


70 BE Sese Euge 


的 。 如 例 1 Gg A PERSE A REAGE GE E, 一 般 地 得 名 rn 
=E W 3 4210-87 (4/12 h) .对 于 入 =3,6,7 计算 得 的 精 果 各 表 11.6 所 示 。 
图 二 .1 中 用 点 各 加 出 它 的 2 EINER. 由 此 可 以 充分 了 解 不 规 出 部 分 的 状 
Ai. 

不 前 使 用 几 点 法 , 必须 注意 ， 如果 把 分 得 过 各， Fe ARR, 
反 币 会 使 精确 度 下 降 。 卷 虑 到 这 种 情 疯 , 在 使 用 比 之 于 西数 值 的 精确 度 来 说 
变数 的 步 长 相对 地 小 的 表 时 , FS RAPE EY h 会 得 到 更 好 的 精 果 。 
FAR E EREA ATF S ADET ERC 0.01 就 显得 过 小 了 了 ,如果 
对 于 5 点 法 取 h=0.05, 对 于 7 点 法 到 0.1 可 能 会 更 好 - : 些 。 


$19 Aj 368 r9 


用 便于 计算 的 两 数 p Q0) HIRI TEAR f (o) 的 要 求 是 
BERZE. GRRE, 在 和 多数 情 形 下 取 p) DAAA, 例如, Hx 
p (x) JE A atbates* 的 二 次 款项 式 , 而 基 题 在 于 ,如 何 决定 系 
kra, b,c, SRR, Ut a, b, 0 ROR ps) 53 fle) 尽 可 能 地 接 
dH. BRR Hen" — ANa MMR, 答案 也 是 不 相同 的 。 
作 汐 一 种 规定 方法 , BY Ay BE AB BS ER RR “EE 
近 。 按 照 这 种 规定 ,就 基 旨 决定 gg(2) PRR 

| io (x) —f (a) d= min, (12.1) 
ACD ALES TE, HP ETE UNA RAR A 
EER RR 长 近 =, Sk Fe BR a 


Ai RHD E BEI XGA e a+ baton GB ee fc) 
—/1-42. ' 
TCH Tee? [5 AE A AA), EE ET E a, b, e GR 


| Ita-Ebz-rexi) — wv lya t de= min, (12.2) 
HE HE 12.2) SPRUE TF a, 5, 6 AEDI a PAS TO: 
cept ge) irme gor, VT 
$4 $=-| evite (12.3) 


解 这 至 程 租 就 可 以 了 。 AAR A hE ee BR shee RPE SP BUY 


G Ax oe C A XL RETE PAA by SBE” 
理 战 “最 小 平方 法 ?可 能 更 为 确 当 。 世 考虑 到 “最 小 二 科 法 ?的 名 说 在 我 国 钢 用 马 久 , Ed 
spra, ——d Eit 


7 Sot m Er ue OX 


(af 8--sh-11)/2, (24/2 —1)/3, (8v 8 —sh-1 1)/8, 由 此 村 使 用 2 
—1.414121356, sh-11—0.$85137236 RME O 
(A—(—384/ 3 - 48 - S8h-11) /4— 0.99377, 
bo (S54/ 3 —128 + 9sh-11) /2—0, 07020, 
e—(—Tb5s/ 9 +120 ~—15sh-1 1) /2—0. 38669, 

X Re oo ffe zb TE A Bl rn 1I HE SE e G0 = 0.99377 +0. 070267 
+0. 3566922, eif JE Er f G3 — 1-02 DLE 2 3E 3T FRE ER BRA 
10.1 p 10.2 WH. AIK, AEEKO, D — x7 0, MALES 
maze TG. OH — S sab Er SR yk) o FPL, Re RE 
prag ge EAA CBE A 0.006), ÆRA RR Mie, DH 
ig 0.003 AAI, MIG, 使 用 这 种 通 近 时 ， Aa Rate 4 
fini 0.006, 而 且 除 了 让 区 癌 同 点 附近 很 小 的 部 分 (Ae ERI 
1/10 的 部 和 分) 外 ， 都 在 0.003 以 下 。 将 此 精 果 和 下 一 节 的 图 13.5 比较 是 有 
AP 


1.4 
fixi, 
plak | 
13 ! 
fix. 10: 
1.2 
glxka--bxTcxt 
11- 
M en 0.5 1,0 


—g $ 


图 12.1 Ap ZAMN 


02. ERO 1) L7 giz) —ex(1—72)/2 E fSte), 
(BA i7 RAE) = 


@ 4 Hüte 手册 , 24 BE (1929) 1,46 HU Schidmilch $E EL, MAREA R 
4 0.9938, 0.0708, 0.8567 的 公 趟 。 
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gixi— fix} 


图 12.2 A p -Eigmuüs ze (fal 1) 
ti aK. BRE GE e qi 
I foe (1—2)/2 —5(1—22) (2— 2) /24)4 dz —min, (12.4) 
Alt. FES Ai edem eS AE T O.TJE BUS 


AAD ee 12.3 所 示 Cee EG ET 13.2). 


E] 12.3 eb BIAS A Se (py 2) 
TE de ^) Fe LT rp Je [E REBAR , [B aX ZR 3 
fie nup ELEC A BS”, ARR EAL (5,912, 就 是 
| ,we ipi) —f (x2)? da= min, (12.3) 
特别 是 , 当 过 近 式 的 形状 是 


Td 第 44 章 Ra Br oim ae 
p (x) = dopo (2) +819, (m) H- bap, m), (12.8 
而 (m) ($—0, T, --) ERR C4. 5) ERTER wo) JE ES 
Jf , BI 
| w@) ela)ps(a)de=0 uj) (12.7) 
时 ,决定 系数 的 方法 是 简单 的 , B 
b= |. w (al fx) qim) de /| w) ign) ds 
($20, 1, 2, . (12.8) 
lin, 4— —1, B—1, wis) =I ith Legendre 多 项 式 Pic) 
(—0, 1, 2, -- )JEMUESER JL PETERE 10.9 (04 A), X 
A=0, B9, wle)=1 B], cog mm (m --0, 1, 2, =), sin me 
(m-—1,2,--) ERER. A ES TEHDE Xn 
p (x) = Go t a4 COS -- dy COS 2m +--+ +a, COS ma 
-+ 6, sin e-+ 6, sin am +6, isn (a— l)e (12.93 
pc (AER Fourier RR) . 

bekt, Au] pe (12. 8) HJ ae BASE, FAB b; (@=0, 1, 2, ---) 
的 值 与 n BR COR rh € UE. BU TRIE SCI GAIN IR T 
论 在 那里 截断 , FR EID Fe ^] — 956383 2T. 

到 月 前 为 止 是 假定 图 数 f) TERRA IET eb EL AE. Tf 
HATE EREI AE f w) REESE 的 Catt Oy ROG ERS, BG 
BERR p Co) A A are EHE, E 

$ {p æ) — f () P=min, (12.10) 


此 时 ;如果 mu. Cay, Cy BSE BA. BERT 3X VR ERBSEIESC 
FERO, HA, GT LGBT LIAR, A f () 在 2n 
个 虚 y= AZ (b= 0,1, , 20 — 1) GERM XT BA EU (12.9) 


O — EBGEUCGRIRUGERSPARHD $10, 


$12 Epi 75 
KRR ato PLATE OUT ERME”, 将 (12 .9) 在 中 
途 切断 而 实行 最 小 一 乘 送 近 时 系数 也 是 休 网 的 ) 。 也 就 是 ,选取 
"t$ S Fla), | 
E | 
Tho ot 


Gb. 一 - Du) y | 


bj Ss f (x) COS 325 (j=l, T.a n— l) 3 


B= UA pas Galen | 
Wwa AT., 这 是 由 于 ， COS jx (3—0, Lior, a), sin 3x(3—1, "Ty 
n1) FERAL to, Ti, n’ 22,5 ER AES BOR IEEE: 


2H 一 

Y cos jay, COS 2 ay =O (3253), 

E 

an — 

> sin 42, 8m 32. —0 (49393), (12.12) 

Lt) 

2n—] g . g 

2 cosje,sin js 一 0 (在 一 切 情形 )。 
BIS 在 12 个 点 mo IR (5-0, 1 TD RARES E) 的 值 Sed =i 
iy Et EE DOE A (12.9) Weak (13 点 法 和 的 调和 分 析 ) o 

使 用 一 般 式 人 2.11) 这 接 进行 计算 也 是 可 以 的 ;但 如 果 妥 雪 12.1 和 12.2 

AR EE By SE 2 dR Je EET T aT AT e 2b T5385) — EE RT TR Q1 


图 12.4 调和 分析 (13 eRe) 


76 (^0 $4X AM 
3t12.1 d TZ m e 


xr co r HB GI | COS qr | cos Dr | cod Be cog ir | cos or | COS Ox 
0 Fy—f 1 4 1 1 | 4 
m0 | F=f o v8.9 1/9 | g —i1/8 ~ 8,8 - 1 
fa | 了 一 六 十 Po 1/2 21/92 | ~i |! -178 1-2 1 
xj? | Fa-fotts | 0 -1 i 0 1 0 _1 
8x/8 五 = 二 起 | -1/2 -1/9 | 1 —1/2 —1/8 1 
Bx/8| Fe=fetfy | -~ 3;2| 172 | 0 —-1/2 ^ w B2 —1 
æ | Fge=fe- —-1 i | et | d -1 1 
| 


0 ' =O 0 | T 0 0 | 0 
x/6 5 Gi fi Fn 1/2 US, 1 « 8/2 20/2 
— EN | LL — 
2/8 | Ge=fa—S in UB 8,2 0 —."8;/8! —.~/3 /2 
m2 Gg=ta—ty 1 0 | =l 0 1 
asri Gimfi- Se 2/2 | —./ B8 /2 Ü 3 / -< 89 
Dx/6  Ggfg—fi 1/2 -B 1 -^ 8/2, 1/2 
x dpe=0 0 © 0 Ô 0 0 
8b, | Gb, | bbe 6b, 65; 
* 
oy | fy Bg I Da | big 


S13 RA RE ME BRE 


SEL pt ARRAS ERE f£ (a). PERE 

ys He 
max |p (at) — f (a) | (13.1) 
Eh, ofa) AFi RRI MS GEE p @) PRA ANAE 
Mi (18.1) RARER ACL, AERAR AE (minimax) 
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By IR. 

£i Hac dup okay Pl 2 中 的 同一 问 年。 

Hoag — FESS, ATP fn -x11—25(2—2)/24, 4r ole) 
—er(l—21)/2 py e th 0 FMEA A, PRR AGREE GEOP AB 
mess, FD EDS) OGDARA mr 1/2 aA HT REBAR 
碱 小 。 以 后 G4 e Bit E 
1/6—0.16667 后 ) mp yp = 
AAT ARE TERR — 099 
ABZ: MHA IP AGRA o 
BR. MEH ZAPA -o2 
正 的 家 大 和 中 各 的 负 的 。”_ ,0 
mA PEAR) 对 于 
c DATE S EUIS SF BK 
小 。 闻 此 以 后 , 正 的 航天 图 中 .1 PARE PRR 1 
VPE PUDECA M AARAA BES BY 0 后 , REE RS See KS 
AH A PS Zr [6] ARABS RA MEK, ACURA 


`, 
c=0]4 


下 去 (到 IID, 
HORE Ete. DP ETT RA ee, SÉ 
E (2) =ex(1—2) /2-—2(1—29) (2—2) /24, (13.2) 
微分 之 ,得 到 
EN (a) e120) /2— (1--x — 323 4- 225) /12 


W p—1/2,z—114 /5—240V/2 Bp E'(Gr) —0, PRAWA pk. YE. 1/6 
«5/24 BER DAJE c— 1/2, SEMA 

E (1/2) «e/8— 3/128, . (13.4) 
TE e— (1v 5—246y/2, POH 


EÍ lx 5-216 )- (6c—1)3 
1 2 24 * 


MAIS 13.2 afta, ae, mex |e) | 4038.4) ELS. 50 天 小 得 
Sr mg fy Fe Be, AUS 


(13.5) 


(Gc —1)2/24—3/188 —e/8 (18.6) 


Te 


— niet 


图 138.2 SLAs rete l 
时 法 到 最 小 。 GAR EH, dE d/6«e«D/24 2 AR e (3-2) 24 


0.18393 此 时 ， PR ASHE ER Oy A 13.3 的 形状 。 在 3 TET RAR KER, 
其 天 小 是 B22) 384.20. 0004488, 


 HBH13.9 SEX Hb Tes 85 28 25 d E 


3% A ae Pe, JAA AER, B TREA 
c 蕊 外 是 确定 的 。 如 果 象 前 上 的 例 工 那样 , RIRE TER wy X 
Et WH o ERU CA I ELE B ORC 02, , AE, ABH FAY 
Sime: | 

在 区 再 LA, BILEH n AX, e Go) TRUER EAGER FQ) 时 ,如 
RFE n KK p(2) , BE EO) ^9 (2) — f (5) MAHER 
(A, B] 上 的 % 十 2 个 以 上 的 点 取得 极 值 , 而 且 这 些 极 值 的 大 小 给 
TEEM, 但 具有 正和 总 相关 的 符号 , 而 在 其 余 的 点 E (o) LM, 
MWA, FHL on ASK © (m) HUE po M. SRERERSDUE A f 


$13 ff Re ARR oe ee AY a A 78 
(18.15 者 在 型 YA b. A. Tee RASS M, 
必须 pim) = pir). 

BEAR ”为 明确 起 见 , TB n2 AE RER TEP kt BD. 在 
[Ala] La, #1 上 的 4 点 ti, To, 
Tay V. (Ty egg, b m) 
=p (r) F e Heini M, 
+M,- M. +8 CEd 13.20, F 
JE S HL dee ER A EE: 
ME LAA pie) ATIE XT 
AY at SS E(x) = p(x) 一 六 
max | E (2) |> M, 

Ah FLEE, maxi EGO | 图 13.4 BA BU RELA GE 
<M, A ps TRAIL BLE | EGO | s M, AH YR | E (m | «M 
(k=l, 2, 3, 4), 由 此 推出 


Eia) > ME), o pl) BE) 70, 
E (Xs) < + M = E (2) (uS pta) — E (tq) <0, (13.7) 
E (23) > —M=Elrg) >... püty) —p (1g) 0, | 


E(t) s t M= Eep, eG) py <0, 
o (x) — ip(a) LAR, (Ah 13.7) HEA, EAKR Cer 827 Cray 747 ey t] 
不 至少 各 有 一 根 ; 总 起 来 就 至 少 有 三 个 楼 CH BEE eS LAER uix 
SRE ERE PAD. SHEN Rt RRR SS OO, 由 此 可 见 , 如 果 
max |E SM, FMA or) mp0. RRR, Rt oto) 大 F(z) ,就 
A ma Em | M, HE pm zr) 时 才 有 max| E| =M, GED, 

Exit EM ERARE, BIER AREA ge HER. 
ye seat pie) REPRE Se a oe BS DE 
AK p) 的 方法 。 

d EGL—— Hk. BEREE p (r) = a+ bx--ca? IH Ux, 计算 
Ew) =p) —f (x) , HE BARE YT £1, 02, 93, 04 和 和 大 小 
— M,,--Ma, —Ms, — M, UEX;—-PJ-PECHEL 12.2. MER 
EEI ple): & 十 bw 十 cm? BRE E (x) ABA Er) 的 


80 Sid Be s 
TR 6 hr oe vec ES Ag SITE 

ttber cxi—j (xpo — —4M, 

v. - bua t coz — f (x3) — - M. 

a-+bay-+ ea F io) — -— M, 

Gba. d- 0x1 — f (m4) — 4 M, 
. JE (43.8) 5a tbn d- ex? — f (on) — tM, G=1, 2,3, IRDA, 
RAFF da—a—eo, db—b-b..4c—ce—c VD RE M BUE REÉRA . 

| da T 2445 --224c4- M — AM, 
a -- 2445 - 234c— M = — Ma, 
da -- mg zdb 二 ti 二 M — M,, 
da ttad -+ 214c— M= — M,, 
ch uit Sx rag ERE da, Ab, de 和 maslo —f (2) | 的 近似 
fi M. (SR, FM (018.8) 只 不 过 是 近 但 地 成 站, 因此 ,目前 得 到 
的 新 的 系数 a—-a+ da, 6=b64- db, eset Ac 也 可 能 是 不 精确 的 。 
Hie, SI ELE ELA SX ESS RRA eS hs p Ce) 而 进行 同 
EB RESI , ECL BE SE RAC Scl] E 6 
HED HH Be PEASE LAG. pie), TRARA 0 Mor, BIB 

pla) =f w) 的 成 c,($—1,2,3) BEN, FE Lagrange 
插 补 县 式 确 定 。 (这 里 ,mm AR MPRA, 但 想来 不 致 图 此 引 
ART ATES.) AREA UeOnmes SHA Tuo) -d4u)—89u-0 的 
ZH ou—— 3,2, u—0, us—^/ 8/2, WMA x;— (A+B) /2 
du (BA) /2, ERE RE FUIL BREL REEEE F AR , 
dE n RRP. 5H N=n+1 R Weónmes SIR Ty (uv) Hg N 
个 要 是 十 宜 的 ,此 时 可 以 不 忆 使 用 一 般 的 Lagrange Tre. i 
可 以 从 w= {e (A+ B) /2} / A C8 A) /2] , HR o (o) A 


(13. 8) 


(18.9) 


O Hastings: Approximation for Digital Computers(Prirceton Univ. 
Press, 1955}: A. Shenitzer, Jour. Ass. Comp. Mach., 4 (1957), 00~ 35. 
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q (x) —agTy (te) Tr a Tau) + eT, Qu) (13.10 
IPSE AR FF 
AX 
a=; S f (n), 
NN 
> x (13.11) 
Ug AF > jfoGT. Gu)  (&—1,2,-,9 
JN y—t 
Tae HEN au, 
公式 的 襄 明 ”全 ucos 6, 那么 Telu) = cosk? (k—0, 1,2. RUE. 
T.) —0 BY N ML nf E H eos NE 一 0 BY N PAR 6,— (290: -30x/2N Gel 
" Hey N) mts 


u, — COB f, cos es (i—1,2, 4 N). (13,19) 
Eh de the ste tl . 
T, (u,) = cos I , 13.13) 


[A my 
0 thtky, 


N a 
S TUD Tp dN (k—k'«N-1D, 13,14 
= N  (k=k'=0 3 N) 


ASAI u02.1;, 
Jy p ETAR ER 二 .并 中 列举 用 Txt AITO, 


318.1 Uciumesn 多 项 起 


Ty (Qu) 


Jub — tfu 1843 —1 

&iui 11245-L-BOn? 一 fu 

128u5 — 25652-16041 — 32u*-2- 1 

266u* 一 S'TOu--432u5 一 120u?-I-9u 

512419 — 138045--112048 — 40001-L-BOnr? — J 
10240 — ig gu" 28161 — 128 2y5-+-220u4 — The 


' But- Byte I 


0 
1 
a 
3 | 4A) ~ Su 
4 
5 1645— 20c5-E Dat 


—— nalla 


@ National Bureau of Standards, Applied Mathematics Series 9,.Tables 
of Chebyshev Polynomials S440) and Cai, 1952 hA GS N-—12 oe 1 对 于 
2% cc) = Gr — T m eH 20), REP OC, Ge) 2T«4UI/2) n 260012, f=0i O67)2 
的 12D (到 小 数 第 12 HRM, 


85 第 4 车 up or i at 

92 aA. AERA, DEADAR p(w) a pr bz ex? igi ES 
fO. vike, 

Batu) =0 B9 A BLE t= —V 3/2, m= 0, ug SA 与 此 相对 应 ， 
y= 1i2—Aj2 3 /2) = (2B) Ay ag 1/2, ag 1/24 (1/9) 3/2) 
= (2-4 3)/4. 因此 


fan a (EY {viy -YHOAY S oy. 00224, 


= 


y ^ S 1 
fy (ty) = — à Pol) y. 


f (ap) =J1+(5) -X a 11803, . 


f105) =O, Fol.) =l, 
f (x9) = Jis (2t ye vastav 3 3 —1.36767, 
T3 (45) -y5 » Tiii = 
mg 8 n th C 
dig =. Lf (aq) +f Gn + f (4g) } = 1.16265, 
= —3 c {=f (ay) Hf) 0. 21098, 
ag {f (04) — Bf (E) +f (3) ) 0. 04461, 


因为 %= (s —1/2) / 11/2) , Pat CERERI E CRT CUR | 
p(x) =1.16265 +0., 210987; (2x — 1) --0.04461T, (2x —1), (13.15) 
Ar J EHR SL AAHH HA, E 
' p(t) =1,16265+0. 105480, (4c — 2) -- 0.02230, (4x — 2) (13.16) 
的 形状 是 恒利 的 。 如 果 改 写成 通常 的 形状 , 那 就 是 
9 (x) =1.16265 +0. 21098 (2w —1) +0.0446] (2 (27 — 153 — 1) 
=0, 99528 +0, 065852 --0. 3569123. (13.17) 
这 样 得 到 的 o 0. ARZA iS 13.5 所 示 , tk Eso |e et 
SRE, DUE EE D PSP SELLE HER Ae GREASE 


H n ZA EE SEMEL N —n--d Ry ebum 条 项 式 Ty (o) 
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图 13.5 AE PARERE Ae (812, H1, 
的 根 2 WO Ed Shak 113.10) 2 EERU AES o D T ELSE BH F: 
f (x) =J AtB FE A v) Kies B BoA cos 3 (13.18) 


2 2 
Ab 0 By HŽ, DAL PT ARE a e 2 BE 
f(x) —ag-2-a, cos O +H ay Cos 20 ag, cos nO +e, (13.19) 
woe for) hyemem EE. HA, BECTGABUGRIIGAE e. A 
比 , 将 此 展开 式 到 合 cos n PARLARE REAA Hc 
的 一 项 ww cos NO (N —n--1) KRR., BE, 这 一 项 看 作 u= coh 
的 画 数 不 外 就 是 dyly G0 , Bd fe Ty (Qu) —0 PR 1 —1, 
u. N) 处 误差 每 于 0。 M, Fe RX P(e), Æ uls, 2 
oy N) Sha fia) — Er, WAI pr) RR y dE (13.19) 布 边 的 
ao arcos +--+: +a, cogn Bt, MRA E (x) — o (a) — f () 
& —aycaos NG= — axT'y (au), ARS EE ER EBORE XLAR TE, 
dex 13.2 中 列举 出 几 个 为 快速 电子 计算 机 使 用 的 精密 逼近 
式 的 和 例子 。 
dope bg EUR Bob fe ROI MERE. max E (e) |, 
0 记 作 “相对 ”的 表示 max| Ere) /f@)!, WH, Aiea TRO 
一 个 ,， ABATE EP ey ee) ERR BAY, X No. 的 一 柱 是 表示 
Hastings: Approximation for Digital Computers (Princeton 
Univ. Press, 1955) 中 和 的 Sheet No. CH ADHI. 


84 Wick Me BA 
2:18.32 evel? 


sinl -igel 1.57082 08x - 0.64322 924-0 .07271 0222 0.0411 | 14 
7 | (#837; 

了 0.0458 | 16 
-0.07908 98792 S35 — 0.00467 37655 Fait | (相对 ) 


-H0 009015 148411 dr 


| 
| 
| 
| 
sin z | «uil 1.57079 68184 7x -- 0,64596 37110 62% 
| 


-— .1—.a(1.57079 63050— 0.21459 S801, 0.0722 | ag 


-0.03089 1881024- 6.61708 8195625 
-0.00867 0000135— 0 00126 2491127) 
99969 939292 — 0.33329 8560545 
--0.19946 5359925 — 0.18908 538517 
+0 09642 0044133 — 0.05596 9856111 B 


| 

| 

| 
-L0.08897 8987443 — 0.05037 4304823 I (HERP) 


0.02196 122882 —0,00405 40580215 


ll OS 2 — O — 


- l 
loga a | <r | 9.88589 00727 S8y-+0 96180 07622 36y* | 0.0947 | 43 
UB 40.57658 43420 Bey? | Ges 


4-0 .49425 97512 921, 
ym (z—1)/ (rl) . 
nlite | O«zr«;i | 0.99999 64930r— 0.49987 4125828 0.082 | B5 
" --0.38179 9035845 — 0.24079 380844 (REH) 
--D. 18785 4071125 — 0.09532 9389725 
| +0. 08608 84937.5 0.00648 264428 | 


10 | dace | (1--1.15:29 | 
--0.25439 30748 4r3--0.07295 17366 6x1 
-0.01742 11198 825--0.00255 49179 Gx5 | | 
 -F0.00098 26426 TaT)? | 
Et — [| Osx-ece | l/(i--0,25001 093Gc--0 03119 8056x? 9.0623 | fg 


--0.00267 8255.34-0.00012 7992; | GENS 
--0.00001487G:54 | | 


为 了 用 Taylor 器 开 式 得 到 这 种 程度 的 精确 度 , 常常 需要 多 
得 多 的 项 数 。 但 是 ，Taylor 展开 起 的 系数 大 多 都 适合 简单 的 规 


— 


27760 3c--0.66278 08842 92% | 9.0550 
| CORE RF ， 


814 2 & if x a5 


ft, Ht Hayy CO aL Aa | Be Ae 
(b, miuus MR Raye oP Be REE BY nV Ais Se Paes St EE 
se. 

[7E] Lanexos [22] pp. 346—352 SRM SRP Sr aE Sea eT 
FHS SE Hebammen SIR RITA ee. JESUBIEÉ4AR. - ASC rh BT. 
Be BE Sagat. AP APB Er 6G) TERRI 4, B RA 0, 
Til af E SEE TER = fa — (44+ B8)/2,/41(B8 — AD 2) OE IK Bed, 
1]) Bii 5 $ 12 019 284348 9) TR sink 和 cos (K+ > aw 的 
HIRR EF MERA 

sin kmis, —J.(Ex) Ta OD + Pe (he) Tgiu) — drka T, (wu) t ], 
cos (k+ 3 Jeu = Jol { E 3: jz (u) — 27 (i + Ll Jn: (Wy) 十 


+ 27 (5-1) jr (四 一 


dear ne Geter SHAMA m. BAS ESTA ERA 1 Beate, AE 
Ze 70" AX TV. SEHE iss COR82], pp. 523-5283, XX — ARR 7H 03.10), 
(13.112889 5:5, GSE RR 3.12) ZEE fee A Bp SER. ESTER EU 
B. 
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PEF“ RE SOS GR ey A A oe REIR Em. PORE — FREI 
REA MES So GUTSY RBA) A ARR A B EHA 
Mode, DUES OARS th), ae Pe db 
nt, DrAEemGb fo tn Ap Fk PRET EB I, BI fe E 
用 的 平衡 问题 。 1921 年 在 Berlin HAB tk EE — AE |B] Fe A E 

@ D. Teichroew: Math. Tables and Other Aids to Comp., 6 (i952), 127— 
198. L. R. Shenton: Biometrika, 41/(1954) ,'1'77.— 189: J. H, Miiller: Biometrika, 
22 (1030.31), 284~ 297: L. A. Aroian: Ann. ‘Math. Stat., 12 (19415, 213—225 


o PARR: Happ DO xz: eF RAY, B6-3, PE, 1957. (re PO Se 
minar text, B6-3. BARBERS, 1057 ，) 


86 Bee gp Ne i d 

Bray B Peele A D 1000 部 , Tame BRS T eK J 

300 #7045 MARR TL ER A Boe 9 , (A SRR 

TÉ ICH TS Be eH Te; ul IE TREAD, MRE 

(i FRE ar LA, IURIBUS RATIA AFER SER DE RSS 
uk14.1 HARRI STARA 


| 3;5,2:1*, 7, 8:1^,21*, 


ERRI 


<< =< 8 J 


lopvags L : , 
时 EX 287 28:177 28:25", E| Sio ro |3,20,14:18*,14:19*, 
= k 
Br o lopez  |3,8:2,16,20,21,15*, 15", 22:32", 
"s | 18:2*, gy) Fie) 等 3,20, 17, 14:21" 18*, 
" 10 | 5, 8:1,22:27**,28:1***, i 
4 : aT oF r 
其 他 3,21,28:1777. HS n fy M aus 20,18:1" ase 
5 cU ate ats JT 
x 22:46". — i Tale) |3,15,6* 17^, 18:1*, 
its 其 他 3,16,18;1,15*,18;2*, F | 11:1**,14;3*** 
RU 22:23***,22.41*"**. th 14:14***. 
dina 3,8:2,16,21,4*, 1, 图 其 地 2,15,67,17*,11:1**, 
O 15*,19",24*,18:2**, "lu, 11:995 183.]*^ 
= 22:396**,22;49**. le 77, 
r 22:43**,22;5'*". 22- 25** 
logy Bn x 等 | 8:1,21,2:2* ,8*,7*,26*. 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
EH | arc sin x 5 | 3,8:2, 21, 15*.18:2*, e px) B8:1.21,3*,15*, 19:27, " 
22-11^* .22:26** di 1 | 3 , 
Nr > 3 | login (a)! |18:17*,22:1677*, 
Hih 3. 16,20,18; 237, 14227, | © 
| 15*,22;34**, E 其 他 3,23*,13:1**,12:277. 
ghz $,8:2,16,21,10* 15", 
: Him lal e e 
EL logio sh x Ax ! 8:1,21, dé, sin s Sm» |3,20,14:40* (330. 


gq) arcshzd& '3,8:2,21,14:20* , 15* 
| 18:2". 


wa] Jn (2) Yn (2| 9**12^*, 
数 | wá  3,16,15*,18:2*, k Pos) [27:25 2p 
| 22:34**, | 


| 


RS LETUN RU * 与 用 以 指示 精确 讼 及 步 长 的 大 小 , WH? 号 的 4~7 位 ,一 个 * 导 


Twi fir, ** 9.714 i, ** 3B HE) Eo 


O HE HBDDXUBHETR NAR. EE NRI 16 JE MEET D. ii. 


Hem Ae C | SF 


TR AANE A es, IB sa LT a Ae 
7] An 4 SEIN SDS SAR ER ER], FA BY] Ai, sition 利 
婴 价 值 还 是 很 大 的 。 


SAF MSF aa eee, AEA OG ee R ee 
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第 5 AE 滑 徽 分 方程 的 数值 解法 
$15 5| 论 


FRR Lue RE ASE RRR, And Pe aE IA] 
FHERR [HIR , FEA ee T et RS E o 
XX E (p ^) RRHE A RAT E OR E STE aR. Se 
BURSA. 一- 担 到 数值 解法 ,就 有 一 种 说 不 出 来 的 ,不 涡 完 
NE Ar AGRIS, 因此, WEERA ERER MERIA 
mm, APE ROPERS A BO eae ee 
迫 于 实际 需要 而 考 处 出 来 的 , lan, Brig Adams Ayes Bashforth 
Ai Adams fy f um HH ER SA Se iE EH RAE. 但 是 ,和 近来 由 
TARE BFL CREE, EAR RAT IRA Box SE, 
Bia Fe Te Ree ae A E SRL BE, BINH 
FESH LL Za T, 

— ak S Brin BR, 可 能 就 会 产生 一 种 近 催 方法 的 感觉 , 但 是 ， 
通常 在 把 问题 数学 化 时 Bises rese HE REED , 首先 束 
加 .上 了 很 多 假设 条 件 ， 而 生还 在 作 了 很 大 的 近 催 代 换 以 语 寺 用 韦 
Xr IRR, xX45 RA) BEM RS aS ELE 3 ZUR 77 1: 
求解 ,究竟 那 一 方 而 更 接近 于 实际 ,实在 是 值得 考虑 的 。 数 值 解法 
是 更 为 砍 接 的 .最 适 用 于 安 际 各 是 的 .而 生 只 发 在 页 数 的 加 精 性 或 
者 满足 Lipschitz 条件 等 比较 宽广 的 条 件 下 歼 可 以 使 用 的 强 有 力 
的 方法 。 

在 开始 穆 述 解法 之 前 ,这 里 先 提 出 几 点 注意。 首先 ,在 施行 数 
笛 解 法 之 前 ， 还 是 要 在 不 改变 央 题 实质 的 程 记 册 内 尽 可 能 遇 于 纺 
箭 单 化 .无 央 欧 化 以后 ,能 用 解析 的 友 法 求解 的 就 用 解析 的 碟 法 求 


92 SAR MRAN R YE 

e, MEH, Ru pe E un] ENT AET Wit, xXx 
3$ SARS, wks ig H3 Bre EH LR EB SEX f S 
CHG Sh [EE TREAS Re RS, AJR, AMERY EBRIE 


可 以 除去 的 再 异 点 。 共 次 ,在 数 秆 解法 中 , 微分 , 积分 等 极限 运算 


通常 要 用 画 衣 差分 的 有 限 运 算 来 代 奉 ,因此 ,必须 根据 要 求 的 精确 
度 适 当选 定 步 长 的 大 小 。 最 后 ， SPROUT A al LA Bee A 
ESE. 


S16 HANENS ae ay 


PES oP A Ee pan ES GE ESI Ss, ES fe 
HE, AARRE REA Rei BERE BLUE E SE Lee 
REDE Ee 5 —3ÉJXE XI IS SS, 在 这 类 问题 中 , 在 积分 
区 间 两 端点 上 已 多 欠 定 了 边界 人 笨 件 。 在 前 一 奖 问 题 中 , 立 邵 就 可 
以 进行 积分 ,但 在 后 一 类 问题 中 , 在 最 初 儿 个 点 的 已 知 条 件 是 不 
WIE, 因此 , 如 不 附加 必要 的 假发 条 件 , ROR AB AEE RETR 
分 。 关 于 这 一 类 问题 将 在 和 24 PERI, XE RAO 
(RB. 而 且 , 以 后 主要 将 就 如 下 的 一 阶 微 分 方程 进行 讨 葵 : 

y'—f(im,y) axmxb, (16.1) 
HAEE, AE T y TE t= a= v PME go; 

[ 注 ] MAFA d6. DprA RR IE eI ke A 
JUAF A AS82098 EHEH, Wie COT a SS RLEMESEX M B HE 
5r B Ed. 

THER T GENE 16.1) EERE, Ee eas 
KE ax b RISES he (b-a): N Br rx 
间 药 个 数 ) , TGR, 用 差分 的 有 限 和 运算 代替 微分 
RiGee. es, AS A een Picard AY, Taylor 
展开 , PST Sto HB A, EEE SATE REE vo Mt 


Le 
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3r fra fé das i AY. 
PRT SAR EELS SS, A AO o reum 
ASAM: 
1. Bi! EB) e—nh—z. 时 的 2 的 值 ye 为 已 知 ,而 
3c F—4- y BS yera 时 ,不 需要 yn agde 
2002. ARE ATR yan KERER EEH Vua BE aa 
HE, MARRARA ASX Dn Dee , EBER RIS AT a 
HE. 
o. MRM MIPAPAI, BB ERR yai. 而 由 达 
RETIE, RAREN (feed back) 的 类 型 。 
”这些 五 法 的 佐 租 点 将 在 以 后 向 明 ， 坟 下 先 楼 照 求 数值 种 时 必 
杜 榴 顺序 发 明 这 些 左 法 中 的 某 些 方法 。 


$17 最 初 几 个 值 的 求法 


在 以 差 修 法 为 某 硼 的 公式 中 ,为 了 进行 积分 ,除了 在 wo 的 得 
防 外 ,通常 还 需要 知道 在 wo 附近 若干 个 点 上 积分 3 PHE. AR 
LAP ATE EF RS HE. 

1) Taylor BHR Æe, ?具有 上 比较 简单 的 形状 时 用 这 
Ab Fy FE HN AA CE f (oc, y) 中 含有 下 无 根 , 或 者 具有 其 他 
通 为 复 漆 的 形状 时 ,用 这 种 万 法 就 不 很 便利 ) 。 

Jg f AF R ze=0, 在 写 的 附近 将 2 RAR 


Y= yo - ii VA ye yn (17.1) 
这 一 展开 式 呈 要 利用 yy Xp c -— 0 的 值 vo AUR a 7; 8 (16.1) 


M n] FA fF- 
[E] T.D'BBRSTHER THER uc. vo SERIELAD PORTS: 


@ fof yh wep y” ety oe Gn. Ma). EET STRE Sa. 


G4 | SOR S ” 常 微分 万 各 的 数 秆 解法 


y= yt feet PF oy t Fe te Fa 
AL y'=- y) =0, 
由 此 算得 
y'-1—2yy, y" = {y'a yy", yy -2gy'", 
yY = G e By y ay Yy vee, 
EA 2=0 时 y=0 RE FAREA: 


1 
-L 一 一 一 — -r a Ot rad 
7 2i Bi 81 , 


SUL Ky h=0.1, 就 得 到 在 开 首 3 点 的 y 的 值 : 
y,—y(0. 1) —0. 0049995, 
| ya=y (0.2) — 0. 0199840, 
U4—3 (0.3) —0, 04457389. 
ve SETS SEE RARE, 

ERREP, WARS eA Seas Taylor 展 
FASE PTI EAS BABS HRA, HEARSE THEA 
SiR eR, TEU AIRE, Bf (o, an Re Bee 
VER EE, ROIS FAIRE A aL 4E. TE EP, on AP 
y(0) —1, REM KRM T, : 

2) Picard FAGRKTE) dE Picard FP, KGG. D Keg 
成 


y=yt |. f (s de (17.2) 


FEAR RAY y (AREAS T EE y — 9 G0) , 其 中 和 名人) Be 
WET SIE As. 将 右边 积分 , 识 这 样 得 到 的 值 为 y: 


y? —y [ Fle, ya) de, (11.8) 


ERAT y) FUA. 7.2D Gad, TAP RR R y (m). 
BC i FI XX A HEUS 


y HU = Hy 4. | f (az, y 79 (a) ) da. (17 4) 
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这样 深 步 得 到 的 yz) =O, 1, 2, e) Jm BEBO ERO RI 
ese PRESSE, XX— EE ES fF Qo, y) E PU fi EAR A 
Jr. Avie Lipsehitz Z& PEDE ÉEBS Cauchy £e£g5E BEIEBB AYER] 
IE Be DY FH (2s ARIAT CHRD A FE». p. 33) 。 

AS y--l-w, y= 

TE AYIA, 3X 7.4) 的 形状 是 

veto -yar. 
Hi yO <2 开始 进行 计算 。 
y |" (1—2)dz—mz— 2, 


2 
T p 
(9) we a ee dawg 4 
y Ke tg fmt “a bags 
Ce oe 时 5 
yd zi t gi qoem] ez 


LE] ÆR, RAT HESDEJKBUER, REX. 019.40 PER EA 
TAFE ST RAT, SATE TE &— 2 HA BOP DUREE 
HIS, Bean, 

. gy y(0}=1, 
4r y0 — 1. BA y — 1c. HR, 


g 
ym- 2, tmt 二 了 十 中 十 如 9 十 =, 


yo» = + ntl (c2) Gb e opa)" 


e 1 af 
_ a ih — od IL m» 


所 求 的 解 实际 上 是 (í—-)i-14H2x—mX3 6... |a] asd 但 如 果 旬 这 样 计算 下 
去 ,看 来 实在 是 很 不 容易 的 。 
Rin kit yi =sine+eosy 进行 同样 的 计算 ,于 到 就 会 过 到 闲 难 。 


但 是 ,如 果 拒 这 积分 用 前 面 讲 过 的 数值 积分 进行 计 筑 , 吏 可 以 
迟 膏 工 述 的 困难 ,而 成 为 非常 有 束 的 方法 。 也 就 是 说, 把 Q7 .4) my 


96 第 必 齐 党徽 代 方 程 的 数值 解法 
RAN ee fle, of) ~ aR A n RBM, HSI 
WA LT. 4) HAR B vo Bl ci, v2, c PSPS RR. PH 
in. TE e aed 6.247) BRAS RS ER 8 (sk 5 5, FA 
3x ee Ae iy Z zx (s 4 2X) Lagrange Hth BAGS f (e. v) 而 
ja RAT BART LSP BS SIR FHAA : 

9 ROLL ZAK: 

2 — Yor (Bho + Bf — fai T^ 2 g^ (a), 


mE " (17.5) 
yoyo 一 各 (fo - fit fa) 一 Y` (8) , dg «84 s, 
b EI Ak 
ai Ug — "ag (261 fo +646 fF, — 264 f, 
AiR yo ! (8) 
| -F106 £4-— 19 £, 十- 1440 ， 
BM 24 fa 
n (17.6) 
Ya Yo oH (27 fot-102 fi + 72 f, 
aT h5y T (s) 


+42 f4— Bf.) +- "rr 


gj 一 加 一 人 (T fot32f,+12 fs 


、 8h (s) 
+32 fa-FT fa) ^ 945 | 上 
O ux enu Ole AA CET pp.49~65, Milne [141 pp. 42-48, 
”这 些 公式 也 可 以 把 Newton 搬 补 公式 
FD joud fot su- -1» Lf yap Beto dT Dem ABg t 
Hp OB 1,2, … RA eS) SH $5, p.19», (47.5) prm Simpson 法 
Hj O.1), bo 4 erirfhpélO RAUSA y elgg Milne {同上 ) p. 48, 49, 
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EXC ERE — H BEE PII BE ER PST SEE, 
Wu FASS PE ASR Ap IL f n AH RE ELS dm PER: 
Ei LUEDROECBUdD G8 3t rp HERE f Hc png d 299 , Ba dm , rf 
Ui—UWsd fo, %w=Yiat2Zhfi- (i= 2, 3,4) (17.7) 
areas 1 + HERA vio 0-1, 2, 3, ORARAA”. 
程序 2 FULMER fi. fa. 40 fo [CA 7.5) 或 (17.6) 
BSB y 的 第 工 近似 值 。 ESAE FE AS O i fa te FA] 
By. CRRA Ger A I TT RP, fa. cr 
程序 Ü 把 这 上 至 六， HT a 和 Fo HRA (17.5) 或 (17.6) maT 
jy. b ái pe 2, 3 一 下 到 求 得 所 需要 的 位 效 为 正 。 
BS IE EE kn PR PRO , 就 成 为 图 T7. 工 的 样子 。 这 种 方 
法 适用 于 机 上 城 计 咎 , 例如 可 以 利用 简单 的 120 位 UNIV AO A 


3.0 G © 


Lytt ONT 
Eropa 所 完成 
| 图 17.1 Picard Akira 
f: BAJ AHAW, J: 7.5) 7.6), y): SEO ee, 
M: XR S a Bay hae er, 

ms y'= iy- ayt xO) =1, 

He (17.7) BH SS 0 Pea a (17.6) ee a 217.1 (2) AAR, 
CS 0 UMD A ae SE EE eee 17.1 BARE Sg.) 

(Hel 作为 程序 1, Sa A t, fan, HF sO =l, RAE 
&—0.05, WFE 0 TELE :,—1.050, y= 1.10. ya7 1.15, 9,—1.20, H 
eM SPAS BETS aT Rh eet ra’ -- A — a) J (+2), BEAR yy =log|1+2| 
—#=1+2—24- A . PETES, yel Oih 441.091,  g— 1.130, 
yi 一 1.165。 由 这 些 慎 开始 也 可 以 。 


98 第 5 章 4&2) RU CARE 
iTi y'= iy e) i yta, y(0) —1 pa SLAE 


(a) 真一 0.05 
z | y | pu» | yo |] fa | y n | fun | y 
_ | 
ğü 1.000000 1.000000 | 00H00 1. 000000 | 1. 000000 |L.000000)]7 . O00000 


1.047762 0,908906 |1. 047654 ]0 . 90697 |1. 047653 
1.091182 0. 83210011. 091128 10 8320921. 091127 
O,7T85841|1.131039 |0. 765815|1.131087 
0.70738311.1807841.0.707568]1. 167842 


0.05 | 1.050000 0.909091 
0.10 | 1.090509 0.832061 
0.15 | 1.188206|0.706178|1.191195 
1.168742 


x | y | ja fo yo 

o 1.000 1.000000 1.000000 1.000000 
a.i 1.100 1.001146 0.832094 1.091146 
0.2 1.107 I. 167856 O.f075 77 1, 167855 
0.3 1.241 1.933608 | 0.608740 | 1.233507 


0.526070 1.290152 


. 1.390153 


Hj (17.6) PAA ER ee DR TC ie RR E BERITE/T CHE 5 Dr 8 2 
单位 以 下 GR ae) CRSA LCS Qua x)y'—-—x 的 形状 后 逐次 微分 而 
求 得 ,) 如果 最 初 几 个 得 的 精确 度 还 下 铝 充 分 1 可 以 把 于 取得 更 小 一 些 。 

BUG APY ty 例如 取 步 蕉 为 0.1, $8 4 aCe GU ERES 6 hz wi DL E 
MEET. (GER AT. l(b) 中 下 未 了 第 34 近 忆 值 和 第 A.) (ATR 
科 为 小 数 第 生 促 的 工 单位 左右 。 


”在 开始 计算 之 前 ,首先 根据 在 积分 范围 内 所 需要 的 精确 度 , 对 
BLM RA RET. EF eS HN 
积分 的 次 数 很 大 时 ， 最 初 几 个 值 的 精确 度 应 比 所 需要 的 精确 度 多 
取 1~2 位 (当然 也 要 考虑 到 夯 数 的 性 质 ) 。 在 积分 次 数 较 少 的 情 
形 , 可 以 多 取 一 位 或 者 取 相 辐 的 位 数 就 可 以 了 。 RRL ER 
Bite DU RST LE a ORR, MAHET PER 
A ABBR, DE oy EA" ARE RE, 在 图 17.2 


515 B sU Ae He 99 


gs IH T AAR RAE CH a) 和 增长 较 慢 的 情形 (图 切 的 
HASAN 118 S). 


图 17.2 
$18 前 进 型 解法 


属于 这 一 -类 型 的 兽 先 有 ， 由 o, y) BI E ELDER, db ur d 
(Cay Yn) SERTE E (Euler 方法 ) 或 在 Cr, 5.441 IB ALR eae 
(Runge 乃至 Runge-Kutta 方法 等 ) 求 新 的 点 Caris Yne) 等 类 
型 。 这 些 碟 法 除了 和 焙 定 的 官 妈 值 以 外 ,不 需要 另外 求 最 初 的 利 (或 
消 需 机 的 英 ， 也 只 要 求 一 个 左右 ), 就 可 以 逐次 进行 积分 。 在 步 长 
一 让 的 情况 下 ,， Runge 上 方法 的 计算 比较 简单 ,但 精确 上 度 却 不 锅 好 。 
Runge-Kutta 诅 法 的 精确 度 是 相当 好 的 , BERR HAERE, m 
量 , 不 葵 那 个 方法 ,部 无 法 利 断 计算 过 程 中 所 得 到 的 值 完 蔓 精 确 到 
什么 程度 ,因而 不 得 不 另 刘 和 雁 查 让 着 ,而 且 也 不易 发 现 计算 过 程 中 
DII a 
UES} FE Bail] CERE AY RISE ECER Bir EB Adams 方法 也 
属于 这 种 类 型 ,但 这 方法 需要 先 求 出 最 初 的 几 个 值 . 

1 Euler 方法 这 一 上 方法 最 原始 的 形式 是 将 ,+i 在 点 %, 展 
FHES y 的 项 : 

Vai he ,san (18.10) 


AIS 3 ERT RSS. iX Joik up BPEL RRR 
Al fat oh Fy REPTERI Cauchy-Lipschitz FA X3, (18.1) 


100 OR WA RAM EDEUEDE 
E ZR IL, ER eR SEI A . Dd UE CURE Q8 DRE ICD RD: 


ae: 
Sy) vis. (18.2)0 


右边 的 第 3 项 是 截断 让 莽 。 这 公式 的 精确 度 比 原 姑 形式 的 Euler 
RSE, W quus vaa 在 点 2. 尾 开 而 后 加 以 粗 合 就 可 以 得 到 这 
一 和 公式。 虽然 陈 初 姑 值 外 还 要 计算 一 个 最 初 的 值 ， 但 只 要 作 和 
(18.1) AME SUL n] ELTE], UR ADOLE 
BRIE. 只 用 这 种 方法 计算 下 去 是 很 不 可 指 的 ,关于 这 一 
问题 ,将 在 弛 22 rhii A Bea Ae a a 

以 上 两 太 兴 的 几何 意义 如 图 了 3.T Bron. 


Yari = Ya- F Aa 十 


Xn Xn Yaj X^ Eat] 


{ai Euler #4 (b) geb Euler £s 
É 18.1 


2) Runge-Kutta Fk 这 方法 是 历来 常用 的 一 个 方法 , 它 
RETITE IR Gig nri =a bh, ARRIR ©, =1,+4 ALAS JL, 
CRER H, tia PCa AB sie, Hob Bea Fl 
At: 
Yati Yar (Ay + aks T As + #4) i 6, 

&1— Rf (Ens Yn) ‘ 

Ea fe F (ty stig, d s 4-£./2) * (18 ‘ 3) 

Es hf (Satta, Yn tes 2) , i 

ka= hf a, Unt Ag) . 


O dd PEET uHe Ruler 方法 。 


&18 sis Ag ie 101 


E. 1, 2, 9, 4) 卫生 党 Ae 
由 图 185.2 Dg SEL HB oix 
SEA EUR Hot SIL 
ict Hs 4 HE a He Rer PB ee BE 
Fy OD )) , 而且 岂 容易 变更 步 
TB AE EISE EE SERES x. XP xe 
45 3j, THT Ba HE Pb] RE o 图 18.2 


[il y-—34002)7,9(009 —1, EZh-0.1, Ry z8 1.0, 
用 Runge-K tta SEER RH Anges 18.1 Ep. SB s—0.280 T EF 
Smee TEE. Rr Hips Sate, 
18.1 y'-—3y(L4-) ';y(0)—1,5—0.1,-5—0-—1.0 
(Runge-Kutta Fre) 


rimhf lem Ten Get ater ate rto E | i? 


— n ——HÁá — i  — fe 


Ü 1.00000 | 3.00000 | 300000 | g 14.00000 
0.06 |1.15000 | 3.28571 i0. 828571 0.380982 -— — 
0.05 |1.16429 | 3.32654 |0, 382654 na- — 
0.10 | 1.38266 | 8.03450 {0.868450} — 一 —— | - — 
0.10 | 2.33098 | 3.62995 ).88995]  -- | 2 |1.89100 
Q.15 |1.51248 | 3.94560 |0.894580 0.898583 -一 -一 
0.15 | 1.592826 | 3.98677 10.398677 一 — 
0.20 |1.72006 | 4.32415 (0.432415 | — — 
| 


0.20 | 1.72796 
0.30 | 2.19594 


DAD | 2.74497 | 一 一 — a [2.74400 
6,50 13.2374551 一 -一 -一 19 [3.37500 
0.60 | 4.09583 — — — i7 [4.08600 


0.70 | 4.813279 — 
0.80 5.88174 — a4 一 
0,90 [86.85369 一 - 一- 一 
1.00 |7.99901)  — 一 | — 


21 [4.91800 
28 5.83200 
31 16.85900 
36 8.00000 


-oq.- | — s 2.19700 
H - 
| 
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[2k] MSE CE RO BK, RALTRAPERMMRSHE, f 
Sb MER ESE LAA , SRO AT SERE LAGER, RAB 
得 发 现 。 计 算 一 个 阶段 (step) Fi AERIS AG 10 Sh Bb 385 T BURR ALAA 
一 些 。 


Euler 2r7;EJ;5 Runge-Kutta FAZER LA 6024 SFL Bt 
算 机 或 UNIV AO-120 进行 计算 (参看 琳 口 [21] p. 57), 
BEA, 这 些 方法 也 可 玉 用 来 讨 千 最 初 的 几 个 值 。 


$ 19 积分 的 进行 方法 


虽然 只 用 .上 一 节 所 这 的 方法 志 可 以 进行 积 务 ， 但 以 下 还 介 搂 
Dari RH: BOSE TE BF AB DEM AAA Bt, 
[B CB ETE aE AR: poH HOO SE OY. "EXER 
Bet BUCO PA P aes @ 0n EAR MB (上 一 节 的 方 
法 就 是 只 由 这 种 类 型 租 成 的 ), PRPS PABA (以 
THO 表 孙 里 ) 予 以 校正 的 方法 ,一般 的 程序 如 下 (参看 图 19.1): 

程序 1 算出 必要 的 最 初 几 个 值 (用 $17 的 为 法 )。 

程序 2 用 预告 算 子 了 算出 yuri bur V yin deo ICE 

程序 8 RAR CHS ARIES (在 图 19.1 中 用 二 表示) 
而 计算 of (=f | on ys) ) 

程序 4 GU ys BEEIESE-E- Q 算 出 8% 的 校正 值 ， 用 hs 
裘 示 这 一 值 。 

程序 5 mE yf), A yh BBA SD OB, dn gk diu, 
如 果 | 

IQ. — [ui EM, M 为 常数 ， (19.1) 
WA RATAA DU XT Er RR RERE, TTEA PTB 


d) FP æ= predictor [fü ae} a 
© C-corroctor Fa), 


$i9 3RZMMBIETy E 103 
的 计算 。 . 
程序 6 如 果 yi A 3 BARA Erg; 5E BEBE Cal 
>M), WAW vio xk BE ee 3 Æ 5 — EC HBSERY PS A 
JE fl — $034 Er EARE, 
AEFI TARR R LRE, DIT SU dcep erus e 
An Aces iB p REDE RS H8 BI EO HERREN BE TEL IS IB RT SRL BAS 
的 一 种 六 法 。 


图 9.1 友 久 型 的 流动 图 = 


yy YY A TERETE EAE m SHE. Fi OST. 
CI 棋 正 前 子 。 f: BORN, 
第 LEF E Lipi na -y 


fis k-ti ESI Cj m y ESD — ft, 


topi, 


1) BARA ”用 于 精确 度 的 要 求 不 太 高 的 情形 ; 但 是 , 如 果 
取得 很 小 , 也 可 专 提高 精确 度 到 某 种 程度 。 队 初始 值 外 ,需要 再 
算出 一 个 最 初 的 值 。 

TGA: Yari = yit Shy, d how" (1) /3, 
WEERT Yarr Yn Uo; 2) Udo uoi) | (19.2) 9 
hy" (sa) 18, 
其 中 EnaA, Mee oa, AHH 3 AERAR 
BBR, LLP Tm Te a, AS y” SRI, HZ 


r 
P. 
Co = Te- T p= —7 19 ht (3) 4 TaI << $<. AE 


O Heun iit Euler 4406.1) Hie P, 疏 进 形式 可 能 是 Milie 首先 宋 用 的 。 


、 AX HERI CLO AR EA E d TERRE Y BUE 


104 Uit d UD GE 
uH y^ FEST ALA Cg D), 8527. 

. [Te Co; D = | AQ (sa) — y” (2) ; T2] 

= |A?an* (s) (s4—$) 12! 8? L|s,—s| /19—h*L/86. 
其 中 3 BEY s 5 os BJ. EHER d RA A4 RETE ILS ee 
T nj ABE ath, PAROI: 
To—OC,/b. (19.3) 

MER HI, Zn SUR 35 A RE BY ea C's SSP REB RSE E 
外， SUR TERT RB i C. 的 值 记录 下 来 , 那么 ,如 果 宅 的 值 突 
演变 得 良 大 ,就 可 以 看 作 是 计算 紧 生 销 让 的 信号 , 此 时 , 需要 对 计 
算 进 行 检 查 。 了 由 以 上 两 点 可 以 看 出 Co 的 重要 性 .。 

MA Ry = (ua) Qm. yO) 一 1 在 w=0~1 之 间 的 解 ， 精确 到 小 
Sree otk, WA wy"(0-8. BOI, wE h—09.1, ARIAS. H 
Taylor ARIF w=1.0912, h ERETTE TR E, si Rinse 19.1 所 示 。 
AB Hase T US Rm Co AME, i LAE AE, mE C6 过 小 
Mines ALE Ae, Bee a CO GRE) 需要 计算 两 次 以 上 的 话 , AEG A 
Reh. 
3c19.1 y= (ya), (ge), y(0 =L, 

a=Q~1.0,2=0.1 EH 


a y | y" | Up 
0 | 1.000 1.0000 | ) 
0.1 | 1.0912 | 0.8221 à 
0.3 | 1.168 0.7078 3 
0.8 1.984 0.6086 1 
0.4 1.291 0.5269 1 
0.5 1.840 0.4565 i 
0.8 1.393 0.3949 1 
0.7 1.420 0.8396 1 
0.8 1.451 0.2892 0 
0.9 1.478 0,2431 9 
1.0 1.500 0.2000 0 


$19 MAMTA 105 
Oh PRS RAIA CEMA fn, 四 用 UNIVAC-120 就 很 可 以 了 。 
Bde EH PT ON RTI AERE ER AERE D], 
LL P33 ETERRA mE ee ESE, gx IR 
于 guti 有 等 于 Co WES ABAY vui 的 梳 正 为 Ch, WS 
Co=FiGo, f= 0f ‘ay, 
因此 :在 下 一 步 计 算 中 施加 于 yai 的 校正 基 
CiS hOn Caf 2) 0s. 
SEAT AS | 
C,— (hf,/2) Oo (k—1,2, +e), 
因此 , PRA zx af Pp e eic — To EAE FERE 
|hf,;21 1, ' (19.4) 
Bee, 5 f£, 的 香 很 大 时 必须 到 较 小 的 疡 的 值 。 实 际 上 ,最 好 取 疡 的 
值 充 分 小 使 Ca ASA BY EAB at A 
2) Milne 方法 Hir iB Ames use es E 
hh RE Pnie Re ae 3 个 最 初 的 值 。 
Tis I 


ui NEU (uf, 2— Un-1 Fyn} + 25 hs an 
3 o 
校正 算 子 : 19.5) 
A, ，， o i x 
Yast Voici EJ (on 1 tad) — 00 hy y 
Jo SRA BT Re Cg hE RLS SEPT DUE ut 
ja A: 
2-1 ~ ee FAR at E O Yai + 28 hoy, 
3 90 | 
BERT: | 19.5) 


! fi t I m 
Fes Neat Dh by yar RP. 
其 中 的 校正 算 子 也 就 是 C47. 本 的 第 2 式 。 和 预告 算 子 可 以 将 gui 和 


106 ASE WRA eye ae 
yrs TE RR -1 EIV FE. 

Ae cR y'=- y, y =l TEr—0-—1.0 SAA, RE ea 5 
Bü. ge Mile FRAZER zr—0 3tyY REPRE y¥ (0) — —186, BA=0.1, 3b 
Ha T =107 (186) (9022-1075, FREER ORL fh sx 
2536 (ee ERU. RUA y "1 (0) = 1192 TASK (07.6) 求 这 些 值 ,这 
Hi, Tz 22.45À5. 因此， AEH A=0.00, RRL Mates 6 ia 
MERE) RST SEY aS A, CSRS SIMU ck aT, 
HEAa EALA eae 1.6 2B 3x REOR on ee 19.2¢(a) BPR, HC, 
PPR, BPP a=1.0, HAH k =0.1 MHRA, wma 19.2 0b) 所 
zs, h-0.05 Rea me. [C 一 3， 计算 每 一 阶段 用 训 式 计算 
HLASE 6~8 SBR ii. Tb, TEAC DIES Po ee a TH B HE » HESS 
记录 校正 值 , WBA Bie A Dee, ste AA Sa Re 
以 了 。 


蕉 断 误 盖 的 估计 和 政敌 性 的 确定 与 梯形 烘 副 的 情形 相同 ， 因 
fc FLESH R Jur TF xc Sic A CE 
| fu/ 3| «1. (19.6) 
HEER TAHER TIE Co Po, 2: Te 的 估计 为 
'To—0,/29. (19.7) 
Fe». KF RRS (p. 113) eS, ABA Milne [14] p. 
66 69. 
这 个 方法 虽然 屋 称 为 Milne Aik, [Bu 18 Zr HE IL HE 
的 ,只 不 过 预告 算 子 稍 有 不 辐 而 已 。 Milne 方法 适宜 于 机 械 计算 
(GBE UNIVAO-120 类 型 的 机 器 可 能 稍 难 一 些 )。 53 IJ 3: E 
Hity Runge-Kutta FIRRA SASS. BiH) Runge- 
Kutta JriksbEirüy §18 例 1 加 用 Milne EHS, WRA 
19.3 的 样子 。 加 用 07.6) 计 复 最 初 的 几 个 值 ,到 第 6 近似值 就 碟 
为 精确 的 值 。 用 Milne 方法 时 , 由 预告 算 子 已 痉 得 测 精 确 的 值 ( 由 ， 
解析 解 的 形状 可 以 看 出 ,这 是 很 自然 的 ) 。 但 是 ,用 Runge-Kutta 


$19 SEITE 107 
# 19.2 (a)y'—-—35^, q(0) —1, h-—0.05 


D 1.000000 -1.000000 — | — 
0.05 0.553502 —0. 859337 —0.005449 — 
0,10 0.913794 — 0.735020 —0.004487 一 
一 一 一 (—D0.008744) 一 
O15 0.679566 -- 0.624164 — 0.003740 — 
f. 20 (0.851200) ( —0,524541) ( —0.002158) -一 
0.20 0,851191 —O 524527 — 0.008154 —9 
(0.26) (0.827264) (—0 494347} € — 0002696) — 
0.25 0.827255 — 0,434351 —0.002699 -9 
(0.80) (0.807628) (— 0,352268) (—0.002319j -- 
0.30 0.807621 — 0,352252 — 0.002318 -7 
0.85 0.791914 —0.277128 —0.002032 -2 
0 .40 0.779806 —0.208007 —09.001799 一 了 
0 ,45 0.771014 — 0.144483 —0 0018508 -Ë 
0.50 0.765270 — 0.055652 — 0.001459 —39 
0.05 0.762376 —0.081217 — 0,001333 —2 
0.60 0.762090 —0.019219 — 0.001237 —ĝ 
0.65 0.764220 --0.005948 — 0.001151 —2 
0.70 0.708626 --0.100214 — 0.001089 一 
0.75 0.775102 +0.149217 — 0.001029 —2 
0.80 0,783497 -Lo. 1850132 — (0,000984 —1 
0.85 0,795060 -0.220094 — 0.000940 —: 
0.90 0. 805459 +0, 251286 — 6.000907 - —1 
0.95 0. 818745 40.279657 — 0.000368 +1 
1.00 0. 883382 +0. 305474 — | 一 
(b) y—x—«s?7, y 1, 2 —1.0, h—0.1 
0.60 0.762090 --0.019219 一 | 
0.70 0 T3696 --0.108214 — 0.004359 | — 
D. 80 0,783497 --0.1856182 —0.008888 | 一 
0.90 0.806459 +0, 261236 (—0.008026; : 一 
(1.003 (0,823390) (--0.305n461) — | — 
1.00 0,833389 -— — | -8 


103 SORO ER ty e EREE 
Zrikb Aux 18.1 BRAS AS HE, REGE EK mH RARER 
法 。 | 

YE ah, XROE SPEI SS Bg TEES FE XB RTI ZAK (BESTE ROLE 22738 79 23 
AY 不 过 在 基 些 问 惠 中 SPUGTGUBgZ 1E i Ay thy = Foe ae 


4019.8 ye T s y (0-1, h-0.1 


| 

T 3 Nn | oy Co 
0 1, 00000 3.00000 -— | : 
0.1 1.938100 3 .300U | 0.02000 
0.2 1.72800 4.82000 0,U2000 
0.3 2.19760 5.07000 0.02000 
ro. 4) (9.74400) (5.88000) (0.02000; : 
p. 4 2.74400 a .85000 0.02000 g 
0.5 8.37500 6.760080 | 一 一 


[2k] 在 Mine 广 法 由 不 用 时 ?7.9) 求 最 翻 的 三 个 值 ， 而 把 开始 几 点 处 
AAP de nt] y RESTER: RU. RT ER 
IS RMARAA, WFR Ree RRA FB a Be tie pL. 
(Kunz [8] p. 200), 
程序 1 用 公式 
=o thy, #1= 7— hy 
Tii vay... 
程序 2 利用 上 面 得 到 榴 值 由 芭 式 
V1 771g + (h/25) (Tyo + Om y) +h /4— hy (64) / 180, 
r= ys— (h/24) Cop + By! Va uic iy A-H hy (89) /180 
Bii EA DEg. vam BE. 
程序 3 得 到 yi Y ARAA 
3a — Yo + (26D (By, — Yo — Yi) hn Th yY (54) /15 (18.9) 
TATE to. 
程序 4 AQ Milne FRCS. 5) 9g (18. BO BE SER va BAIE ft, 
这 样 就 得 到 了 uox. Yoy Ma. Yar EX FETMA E Milne 的 方法 。 


| (19.8) 
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S20 其 他 和 解法 


ZACH h Ao Mino 方法 有 癌 等 程度 的 精确 度 ,或 虽 具 有 有 
更 高 的 精确 度 、 恰 容易 用 于 存储 量 比较 少 的 计算 机 的 几 个 十 法 。 
i) Obrechkoff 4x (Mihe [14] p. 76) 


HERAT: Yag 1 = Yng 十 a DA m Yn) + h^ (4, E Ja-1) 
+ 60hyY (s;) 720, 
EFIE TET: PE. l— Za + Uh 1) TAR + af) (20.1) 
— (^, 12) (ys x — Ya) HR YY (So) "720, 
Qu oa 84 basis En Sg L1, 
Y =Y thyo thA y" /2 (20.2) 
nef d: SE AERE (0.1) PRES SRT, & Milne F 
EIIE, 求 最 初 的 几 个 值 不 是 很 困难 的 ,， (HBR y 的 二 阶 导 数 。 
其 他 的 步 县 与 Milne 方 读 相 同 。 
2) BkiRikCD (Clippinger-Dimsdale 方法 。 Kunz [8]p. 206) 
SAR Milne FRA, BRST Rs, Mea Ay 
zE,íH— RB RP ME. 首先 ,由 vo 求 出 yo, 然后 由 


fU RT: Ya = Yo H ito (20.8) 
HRH ya. 山 此 并 求 得 Ya， 其 次 ,出 
第 一 :校正 算 子 : 


V. 5 tya + R'A (i y) Aty" (s1) 24, P (20.4) 
Ao 83 Ws 
算出 gu. BIEL yi. 而 用 与 Mine yk 9.5) HA REE BT 


110 DR ” 常 微 姑 方程 的 数 秆 解法 

第 二 校正 算 子 : | 

Vs — Vo (Ch; 8) (Wot Ay tye) — Ay (Sa) /90, | (20.5) 
Qo 88 dd. 

Hi ERE EUSEIE va Bf. Dey ETE yi 的 值 ,而 后 进行 迭代 直 
2i— Fe Bl rd Ex Rubros ib. 

BS TRE BAD ER BF, se Bic  HOR Ae CR 
这 方法 的 缺点 ) ;但 只 要 知道 了 v, 就 可 以 进行 计算 ,而 且 一 次 就 可 
以 进行 两 个 阶段 ,精确 度 也 不 太 坏 (是 它 的 优点 ) 。 

2) KEZ JD RHE O 的 精确 度 提 高 了 的 方 
H, EE A15 (D 完全 相同 , 

预告 算 子 : ya= yot 2hyot 280, 

AEAT: 


zi 一 y (yo + 2/2) + 《一 Ya) +2 o (yh ty) 
^ y (sy) /mo.' (20.6) 


第 二 校正 算 子 : 


3/3 — Yo t So P y; A ty) + P wt 0 — Ya) 


+ A31 (gq) /4725. 
£ (D 381] , Ze B x Ae EE, 

BEZ H, WARTE ARES RR AL, Plan, mA 
UNIVAO-120, EMER RE 1) 402) SUE JH 15 T, Æ 3) 
BERE 20 个 程序 阶段 (program-step) 就 可 以 了 :其余 的 部 本 
以 用 于 计算 Y Km y". 


$21 PERSE KO 
KF IX TE Yo ts RE EE, DG , A FEA JE 


Q STV astral RUBROS" E a EAT). 


S31 BET APE 111 
YA Jy —~T fi] FECERAT ALD ELS JR 
ux y =f le, y) FER v, ORR vu. HA 
hart] fæ, yla) da, (21.3) 
ERAN, ARR yE) 应 当 用 逐次 近似 值 代入 。 
现在 假定 用 充分 收 化 的 值 Y. (BREN EZ Wk Scd d8 Sk, Dom RS 
十 1 次 代入 所 得 的 值 包含 合 玉 就 差 在 内 达到 一 致 ) 作为 数值 解 ， 
那么 
en = Y 4— Yn (21.2) 
是 数值 解 在 点 2, KORE, 
假定 用 梯形 法 荐 进行 计算 ,那么 (21 .成为 


/ , 
Js aci H- ( Fa- FFn) 7 T. | 
T,— LDF G), ta xS, 


其 中 faf E y») = 
Kt (21.3), 在 第 +L RRA TRAPE FI je 


(21.8) 


y»uoy, > (再 十 (21.4) 


其 中 F=f (Eis Yn), Foe f (on, Y). OVO ERA 
BU AVG, SBR HEIR BE A Se EO SA, EAR 
2x. SAG BPA Y, (Y, 就 是 这 样 定义 的 ) 。 因 此 , & 
AGE Ri 等 于 

Re = Y,- Yi, (21.5) 
Re 的 值 依 不 同 的 计算 方法 而 异 , 但 是 , TAA 2 ao PS ERG 
情形 : 


G) ERAN Bre] BUR e HL Br TITOR GAP, ahh) 
时 至 小 数 第 ”位 四 舍 五 天, 此 时 


112 OR a ARN S EIE 


Feti Fo Fri (AE, at 8, 43 + AP, tej +e, 
(91.6) 
H (21.4) 比较 得 到 | 
Ri d (o, a en) Heh, (21.7) 


ma se, «10 9*D, |si <0.5x107, HA 'Ri"|«0.6x10", 
(i) BP AP, I Bee BRB r-2050,R 2 BRIN 
WEHA, 
Rim=e8,5 [se 0.5107, 
Ay) Be tie AAC, ATA i) 的 情形 。 
SARE, BA REP EME I, 
ER CQL. 2) BO 
000 eU CFO) + Fr a) (21.8) 
Wir ml m.m. IRE ptg eA ax Hi. qma 2 RAL 
前 的 第 ka tiA E EL ii SS A d us dH m A RE, di 21.2, 
(21.4) 得 到 | 


Vist — (Ya Yas) + Aa m faa) 
+i Pat tT (21.9) 
Mz Hr EB LRGD E ] 内 的 () 改 写 而 仍 考 虚 (21.8) ,就 得 到 
en Crab h (Gn—-1€n~1 + Gre + Pat Ra. 
Atri ga — (Of (By), T OF /Oy FE (rs m.) EAR VT m. 是 加 和 Yn HS 
REP, RoR, ERR 


ty 一 (1 hg, 2/2) (1 — hiai 2) E ET 
UT d4di—hg,2) t+ R,(1—hg,/2) 7, (21.10) 


"EXT i n—1 Brea n Breen sei AR. H (21.10) np EUR 


Sal Re See E i13 


到 , HME 8H. AN 1 RENMEN P ELE f: 
46 HORE HORE, BD de wit TET Ae o BEP AE RE HR BL, EG EDI ER 
FARE LIMB BRR inherited error), # 2 RRB MS 
(truncation error), Wb THS SR Ae pt b A E p» s 
B BoP ZB ICH Bu) MEO. ES RHR Se 
baht Seti Ter Amr ea ARR (round-off error), uM e, 
P XR ARB IB FC 1 ^P MA, "E BSEC DE A B ay , Am Se Eb 1 VS 
AGRI TAS Te— RE ERR 9, 一 .87 .2y) yr ST A 
HORAE Y BEEN ee US (Of/ Pu) <0 ny PR BERR MR), 
而 在 (8f;6y) ~O RRA RM A, LERE EES 17.2 Pte 
aF ME ETEME. mE 
are Cy NN AEINZE HORE (21.10) EERE, 因此 e YAR 
me bay zx Tp (21.10) Bug vn LUE a ARZ A, pe 
m Ae, MIE, SF SEE 0f/0y-—-9 EROA T, =T EO Bii 
ESR EP Pa ae Ay ey PRET (21.10) ee. (25 ge F0 T. 的 变 
HAA, Tie EPI x XD oh yt Y NRCAGEE dei 
ie) 
h WE RA Z8 dé 
t= (T+ hg, 2) (1— hg/2) 74, 42-01 (1 —A9/2) 1 (21.11) 
Bx to= 0 TROC EPR Al 
n= UP hg) (9^ —D), g= At Àg/2) (1—5g;2) *,. (21.12) & 
HR NT Re mA AER B, 时 的 解 ra dx RR. BRERA y 
R, RAMEKA RE r Be A A 
max (r,) = (R; hg) (q^ —15. (21.13) 
@ H (21.8) BEN T, Sed HAR A SCR AO E SCA RTT pnt MIC, 手 


ARATRI ae E E ATE Fh A AL Aig 
© 4 (15.4) eid, g HEE, 
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xx —- Bl T SIM EXEB SEI SDEESEZN ER fg BE BUM d EG 
"ERU, [EOM TET at Sa Ae FE, 把 R, 
Tif ELI BECA AR HAR ZEB UMS A BL eS n BE 
Egib, SRAM BRIAR, v. AERA 
认为 是 接近 于 以 0 Aa f BOR P SURE Bre LIE 3559: 
D(r,) — R2 —1) 8 (6hg) 9, (21.14) 
特此 推出 、 |n] 小 于 (21.14) B Dino BHEE 68.896, iF 
AD(r,) BEA 95.476. 
A TRR RA — B. ARARE 0 aR WY SER Oe 
R= LN), 而 由 2 一 0 开始 积分 到 s — L 时 在 数值 解 中 可 能 产生 的 
DFE 0 
MO em: 
y'-i—y, YO = z=0~1.0, (21.15) 
AY of /óy—g- —1. MEEF o <0 BUDE, ARE S g-0 Ded 
G= —g 就 可 以 将 q* dic 
"A (1c hG/2) 9 we 24 (13- G (R35), 
dE, qNze-1-—0.868,. hE, 
tye (T el) -—0.63T/h, 
imax (ry) r0. 63 R/h, 
Dry) zB 1-673 /4/üh 0,38 R/S b, 
ey —ix Ey, 
四 为 y'-2-y'-y-l-y, Db. y" 在 1—Y(0) E 1—Y 0) 之 霄 , 即 在 


1.0~0. 368 ZH EXE 22.1), Xx 0.68 和 为 它 的 平均 入 ,由 他 1 .1 引得 到 
T, — (82/12) 9" = (0.68/12) h, 


(21. 16) 


FAH: E SES 
y —0.63x 0.68 x A2/12-— 8,6 x 10-4, 


€ ”在 这 种 情形 ,对 应 于 (27.11) 的 是 
Dr rn oD Pen)=0, 
P Egi eT ELE 121.14) o 
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B IR. R-0.5»x 10-4, BA, 
max (fad = 3.2 x 1074, Dir?) 
-«0.60x 10-4, PREETI pA HA 
E. 在 点 +=1.0 BRE, 由 截 | 
新 误差 引起 的 部 分 为 小 数 第 4 位 | 
8 或 +4 fos T fA RES ow) L 
AES ! MEL i 

ILMARI AS A 信 的 1 单 LL 
位 (BBR 22.1, PIRIN e Pa | 
EO. 

如 果 就 日前 的 网 村 ， 合 步 长 
TRAP RRMA Nh GR 
Ep, BMA 21.1. 一般 -0o 
arae 2b Je k aah aeey 
累积 误差 ty WI REST — m ord 
at ERUNT Er E A. GA Hie AS REBEL eee n. BRER., Bj 2l.lsx 
Lee eh ee Bei —. dk. RARR ARR Ree 
SUAE Ze hav. 07 PTR Ma. FECA Tee EE 3E 48 E 
T Be EE Me Re Bake Sob RE E ER. 

上 面 的 处 理 法 ,是 优 腿 Crandall11] 对 于 Euler SME 
By, F Runge-Kutta FE PMRW AS a Kopal[4j,-X T 
Milne HEM LAB Milne [14] AR pi Use eei. [17 5. 


$22 稳定 性 


Je $18 ERE, 用 改进 的 Culer 方法 进行 多 阶段 的 积分 是 
THR, YA 22.1 就 是 这 样 的 例子 。 它 基 解 (21.15) 所 短 的 苦 梁 。 
由 光一 2.0 附近 开始 , BERRES SRODE, HEREA 
律 属 大 ,图 中 取 廊 =0.1, 而 把 小 数 第 5 位 作 了 四 舍 五 久 , 但 如 壕 . 上 
二 须 较 早 就 开始 了 拔 动 ,而 合 去 的 话 , 开 始 得 更 早 。 同 样 取 h=0.1， 
如 果 小 数 第 4 位 就 由 合 开 入 ,振动 开始 短 亚 早 。 取 -0.05, RUTE 
ORK a TORS. RARER, Ret. 


116 SOF Wem eme EHE 


+ 


E © ERREA p 1— 677 ER, 但 是 ,这 
TRIAORASELBUT v Pe ARES E o 值 较 小 的 地 方 已 轻 开 始 了 ， 


一 一 振动 开关 | Ml 


Q4 


0.2 


1.0 


20 30 40 50 6.3 


PY 


ge 22.1 y'—1l-g, gy (0) =i, 


‘9 80 2390 


Lo” 


Ri 


te He 法 


Euler jjj : Euler J; 

MESE . au 改进 的 Per 方法 | Ai Feci = Una fh 

a — - E Yni V 
OOo Mer ea Beymer | G2) atla) 
«|v |¥ je {PF yt] yv lel Y jt] x [el v |: 
of o | op 00 olo 00 | op 0 
0.1 0.09820 .1000, + 48 0.1000/-- 48.0.0952! 0|0.0952, 00.0952 O00.0953| o 
0.2 0.1818.0.1900 -+ 87 [0.1900 -+ 870.1810 30.1810] — 30.1814 4-101814 -i-1 


D.8 0.26920.271 -118 9. 
0.4 |0.3297,0.3439 14200. 
0.50.39350.4095 — 1800. 
0.6 D.4812 0.4586 4740. 
0.7 0.50840 .5217 -+1830 .5:17:--1880.5031 — 80.5080 — 4 
0.8 0.65070 .5695 +188 .5695 --188 0.5609 — 7 0.5499] 50. 
0.9[0.59240.6126 --192|0.612€ --192/0.5031 — 20.5930 — 40. 


1.0 0.68210.6518 4-192 jo.6518 --192/0 .6814 — 70.6313| — 80. 


2710-7180. 2590) — 2/0. 2500 — Blo. 
38439..1-142 0.3292 — 50.3292] 一 后 日， 
á035|-- 1600.3932 — 40.38831 — 8 
A686) 4-174 0 4506  — 610: 4505 — To. 


5037 


2594-00. 2594-40 
3299 .- 30 .82991-|-9 


.3937 +20 ,3937]--2 


4515-80. 4515-2 

* 80.5087|--8 
5509 --20 .5510.-.-3 
5937 --80. 5937-3 


6324 -| 3o .6324|.-8 


EDAR S EESTI. w: RS, Y: XO HUP, Yo Edw. et 数值 


BEüUgE3É. (0 SP RAAT RS A LEE. 
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这 一 所 由 到 e —1.0 See PEERS (Xe 22. 1e E) MEAT LUE IB. 
ena RE RS E, ELTE HS Kr ES. 
fA, FER, Fio, 40—1—, BAIE, RROD 
EIS O | 
Vosa=¥aat2h(l—-Y,), (29.1) ` 
"E vs Bh PE d: 
Y,—=1+ AA + Bad, 
Ai— lA —h, Age —OJic-M HA, (22 2) 
化 天 初 如 条 全 了 ,一 0, Y.—l—e 而 求 出 的 值 如 下 22.1 Y pi 
Jo ERR Sa tras. HS Bee Rea e 几乎 完全 相亲 、 由 
IET GL, RAEI., (22.2) Hy, BAT 1 Rte, Bee 
开始 时 B=0, 愉 夏 出 于 舍 人 等 关 杀 ， 这 一 项 一 旦 出 现 ， 就 会 过 洒 
HA, TARA, WERA A hs 的 项 ， 数 值 解 就 接近 于 
粳 确 解 。 这 种 不 必要 的 项 出 更 的 原因 在 于 ， 原 来 县 微分 方程 是 一 
Bris, AMRA T BHRhARTE. MARCE RUE ER Et 
PYF o | 
由 此 可 其 ,改进 的 Euler 上 方法 中 含有 让 稳定 的 因素 ,因此 在 使 
用 这 方法 时 ,六 须 注 意 上 的 大 小 ,使 在 必要 的 范围 内 衣着 能 小 贡 所 
希望 的 程度 。 
- MTF (21.15) al, ABB Euler AE METAB HI A 
EE Oy A A: 
Euler FH: Y,=1-(1—a)’, | (22.3) 
REM: Y=- (1—5/2)"ü--h 2), (22 4) 
TERERAA 22.1 SEA (YO. Rea ea Ree LT 
S22 el, FUGA GL, 在 本 例 中 , Breese e EE TR 


O ”这 里 工 * ARTERA NEAS ENA, HEATET RAMMER E 
ie Ya. 
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差 引 起 的 , 合 大 的 影响 几乎 没有 发现 出 来 。 
h (22.8), (22.4) nf R, iig Euler 方法 还 是 梯形 法 出 都 不 合 
A 8 22 HAS a 


一 阶 方程 组 及 高 阶 方程 


只 要 是 初始 值 问题 , 不论 方程 租 岂 好 , 南 阶 方程 岂 好 , DX EA 
述 的 解 一 阶 瑟 程 的 方法 都 可 蕊 不 变 地 使 用 。 例 如 ， 用 5T9 MEE 
CHITRA, Milne ArH) MAHAL 
yY =f E, Y, 0), Z= gE, y, 2) (25.1j 
时 计算 的 流动 图 如 图 28.1(2) 所 未 。 


Hi28.1(0) AR VES E, Ys 9) 2 —9(2, y, 2) 的 
流动 图 ， 基 中 的 旋 号 参 君 图 19.1 关于 Cy, Dy (=P 
2 其) 的 诸 条 件 同 时 满足 时 完了 


图 23.1(b) BRERA AR w'—oGr.g.35) Be eA, =e, 
alegita y, 2), FRAP TAS 2 PPR (A —1) 以 后 进行 
ER, A STE HR ARAL, PA 
y'—g9(z, y, y) (23.9) 
可 过 作为 
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y =z, Z~ gle, y, 2). (23.3) 
只 要 存 图 23. 1a) pe F=: BATRA, HE RE 
的 情形 , ART TAM RGB 28.100) 所 示 的 简化 万 法 。 AeH 
aT RAPE 2(— 9) , MERA y 时 不 必 使 用 。 


Bil yay’ ty=0, y(0) 20, y' (0 —1, 
求解 至 小 数 第 6 位 (精确 至 小 数 第 5 位 ) EF (23.3) TEER: 
yy B= Ty y0) =0, #0)=1, 
RFF Taylor $e aes 


25:55 4, ah 0 m we" 
Y=- t ka UTI rs U 


i B z3 
= { — a GE 00 — _ — Tr 
? TCU B3 TS 77 


4r h-z0.I RYE r=0.1, 0.2, 0.3 SAR, DUE RL AMETE 73 
Milne Att, Eh b Aue 23.1 所 示 。 使 用 了 图 23.1) BR. EA 
rh, FRAC RE SE SK hk ERDI TAT H, ERA TOL 
ABER, (ATER Boe HB] , FER RE ERR. 


CARER R A AR uy 项 的 ,特别 是 在 糖 性 五 程 的 情形 , 常 可 

VARESE ERT y' 的 项 。 例 如 ,在 方程 
y" T PG FQ) y Rr) (23.4) 

Bag P, 2", Q, E WER, IA, TAR TARD M 1H 
Xy Ra 

1) HR y—V exp (-| Pdz/2), 将 因 变 量 y AY, 那么 ,三 
程 (23. 和 4 就 化 成 

Y'+A(m)¥=0, Ala) =Q—P'/2- P34, 


2) gt s lexp( — | Pax)aa, 将 由 变量 2 变 为 s. WA, TPR 
(23.4) ff pie 


qa - 


T ~Bisjy=O0, B9) =Q@lexp (2| Pde). 


hk 


nd ‘ f A 4 4 4 4 4 ‘ 
1 
1 | 
8456470 8P— | 8626 866866'0— | OczcAE'O0 |g — |040000'0— | 0559280 | BLL 0 f 01 
g61569'0 qg— | pagor PISTSÜ0 一 | GEOLLE'O | e + | e000 | GCOLLB'O | POLZG0'0 8'0 
aig6r2'0 8g-— | SLOJE TALER E— | SPSOSF'O | F + | SPSEOO‘O- | STSOSP'O ELEGRO 0 4 0 
5F969 O 48— | TU50T gs0F00°T— | 404589'O | ZL-- | 6F9500°0— | W02589°0 | TBTO6070 L'a 
8565600 BI— | BDGOI PAOIPG'0— | 全 5089 0 | opt | 9ti800°0— | OFGUSS'O | OG6FGG'0 9^6 
aH PRENOF N TP- | 8206 Sozupg'O— | szs6o2'O | Tz-- | PE9POO'O— | 958692 0 GFEOS O 4*0 
z PEGGLE O 0£— | OLZA LFORIA"0— | S9c8P8'O | pat | E09900°0— | gozers O | G096:8'0 p'o 
ix 本 
gi O9IT65 0 6609 0cGFDQ'U— | ZESEIG'0 PEIOO0 0— | 8g998T6-0 | 09FrI650 g'0 
A GüELBT 0 0702000 | I0F68670— | 6c9006'0 619900 0— | 6900670 | 9962610 cQ 
ín 199860 0 | DA9SBL'O- | ELODEO ££0066'0 | 2998600 Uo 
册 0 0 000000" 1 000000 T o | 0 
& | | EE B 
ip FUE 0 DI P s, | % (hee = mE. A | Y 
一 一 A 
igo po p | 名 副 D 
(T— (0)? 'Q— (0) f fi 20 — =% ‘z= ft) 
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Lo-uv (HL eupp) T= (0) ‘o= (0) *o--i--fia--,/& Tee 
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Berth 2o e frt s= |exp( — | Pde) de ffs s toit 
je. 
对 于 不 全 一 阶 导数 的 二 阶 微分 方程 ， 有 可 称 之 为 二 阶 方程 的 

Milne FEJ TIIE. 

Pi Yari Syria 

J-h5y ! (16 240), 
Oz yura 29, by =? Gr + Oy, (12) 
— hey! (240. 

LINDE T h C17 估计 。 使 用 这 一 公式 所 需要 的 最 初 的 儿 个 什 
5 (17.6) 相同 ,由 下 刚 的 公式 计算 ( 柴 士 [17] p. 50) 


(23 .5) 


(867 fo+540F1— 282 f; 


T0030 ^9. 


(848 f, - 2804 f, — 480 f. 


LL i+ 
Yo= fiyo t "n 
+116 f, — 215.) + M 


Yo -- Yq = Dhiyy + TET j 


4-256 f4— 48 fs) 十 本 : = hry, 
(28.6) 
Js — Yor Shayh + im Pag (188 fo 4212 f, +486 f. 


E T, VII 
1-540 fg 81 fs) 十 二 high", 
Ya — Yon thyo t E (1792 f,4- 6144 f, 41-1536 f, 


+2048 Fa 十 日 tap hy hy ) 


MAE au APL Taylor 展开 等 其 他 的 方法 。 
bits 47r ik hi Ae RS Milne FESS TH Fess 
4 META IRAGA He LFE AE, RG P ERA H A e i 
;OGEHRIBSULO] p. 112 JA Fo) 


122 BOR MBO RMSE 
EX FR —T AEE CI) 的 方法 。 
im d JE GE is SP OSA eA (BA 65 RD 
d LE). + ( n8— BÓ 十. 2'uS — Mu 


dz Sr . Bl 了 1 
2312.02.12 J. 
ee) 
3 228 2. FERS (23.7) 
d? ulpa » (9-4 2 $4 2:270". 2.27.8707 | — 
da h? ül 81 
2«27*- sep L) 
101 . 
Fp Sk eee FoR 
(a (a) D*--b (a) D+-e(@) )y=f (0), - (28.8) 


iri E rb b8SSESAESIB SpA REI 
Liyizaix)0!y--hb (mz) uóy A-h?c (m) y 
— Mf (o) +K [y], 


K ty] - [15 @) (L ~ ft) (28.9) 


vac (3 - Jo 


PESE 1 3xEDI, 25 8835 IC [y], 而 由 
L[z2]-—A3f (x) (28.10) 
Xx s. HUBS 1 pL 2° REEI, mra 
LU]- KU] 
XE EE LARIE, Hox LI 4 t] 求 逐 次 的 校正 值 。 加 
困 这 些 值 的 和 2° st tet 收 笋 的 话 ,就 得 到 
y= i-i air. 
SEE Bc] b , Wak Baa A UIS ERK ZEB IHE A AE 
nr Else STA. 
Ex, AARE hb, BELLES SRL BI SERE TO. Be €: 
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Her GEW E Sh RSS RR) o BOAT , HARTE LE Yo 
A 34 EZR SE yo 和 yo 更 为 便利 。 HTE, Oe Be 
EHTA RT RE, 
2 CEPR E DISHES, R, 2°, + BORA AR A T: 
他 一 Wo orga: =O, 
入 一 VV zie, 
RY SSA, BA Fox 和 Goodwin fig d LER 
Milne [14], p. 98, 
ER Y EDEA, Runge-Kutta Ay uf LIH TK ARE 
PES ER SM ARE. TEBE A T RRE A AE, 
WARE y XR ilb BI y^ 的 中 心 着 分 胡来 求解 的 方法 。 


824 i F ffi E) RE 


TER IRE OE sc APRN, WARAK SES s 
TABURAN. FARO MORIN, MEER 
{Eby Laplace 变换 求解 , AU] LEH EW eR RRS T 
3k, SESME T RI, EHS- NS HX ESSERE AI IE D SE Ee el 
值 ,因而 不 发 全 什么 问题 全 。 但 用 数值 方法 求解 时 ， 必需 首先 知道 
必要 的 初 她 值 yo, yh Yi cna 或 者 在 方程 租 的 情形 , Yos Zo, Woe 
千 , 和 否则 就 不 能 进行 积分 。 

但 是 ,如 果 是 纤 性 瑟 程 ,例如 , 形 如 

y" talay +b (a@)y=f (a) 
HAR BT LUA PR TAP. Bea, v% f —0 时 对 应 
SFR AIR, id w d LADRES, 35:2. , A 
y= Aut but w, 


@ = Proc. Cambridge Phil. Hoc., 45 (19495, pp. 8728-238, 
© Pian, ERRI EXCITE OR, Wen 31 £g —1956 £55 yp. 15, 18] 3, 
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其 中 A, B ERIRE WRTA e—0 Kr PE IA 


Sys BOR RY PT , Br ESSA SCR 1-61 Epa 
y= Autw 

REX. mih. iude 应 该 看 作 是 不 论 4 Rot Spi I SIR 
CEN. ALE, u 应 该 看 作 是 除了 条 件 we (O) 0 以 外 ,再 加 上 
”适当 的 初 姑 条 件 和 而 束 寺 的 对 应 齐 次 方程 的 数值 解 ,wm 是 除了 满足 
薪 定 的 初 寻 条 件 忆 处， 上 硼 加 上 适当 的 初始 条 件 而 求 得 的 韭 齐 次 注 
Peery. TE, A bya hy ee PER Aut w PAIE 5 — 
端点 上 的 条 件 , 然 后 计算 Au tw 就 得 到 y. 

gpll y" tay rye, y=, y(d)-0, (24.1) 


3224.1 (3) y ey t+y=2w, 322-0, y=1, s=, y=0, 
(2) yy， FEe=0, y=0, Æ erel, y=1, 


02 | u | ty | Aw | y | y 


Ü 1.000000 J 1.000000 " 

0.1 0.089667 1.000000 ]|-—0.125903 0.571992 0.1372014 
G.2 0.197855 O.992081 |—0.249316 0,742746 0.272297 
0.3 0.291180 0.978486 | 0.867818 0.610018 | 0.401723 
0.4 0.879335 0,901498 | — 0,479204 0.482089 0.52338] 
0.65 0.460345 .| 0.948052 | —0.581547 0.262103 0.635153 
0.6 0.582889 0.927202 | —0.678242 0.253990 0.735300 
0.7 0.508131 0.914418 | —0.763084 0,161831 0.122502 
0.8 0.649817 O.S07158 | —0,8202783 0.086885 0.895884 
0.0 0.692194 0,907112 | —0.5874439 0.032073 0.985043 
1.0 6.724778 G.915602 | —0.515603 ü 1.. 000000 


HESTE w =0 HFA E RRITA u PA EE (24.1) 满足 条 件 w0) = 1 


FORSE vo 的 名 性 粗 台 都 能 满足 (24.10 aei. NER u0) —0 pIu dnd . 


23.1 所 示 。 其 次 ,满足 条 件 v0) = 二 ATRE w (= 1, e OD 
一 1 mij E^EG3.9)ng t EK Ie 24.1 oiu EES (CMilne[14 1, p. 96, 
Xr Y GE EAA RE G y= dete fies LIRA, Sd wiail) 


— 
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= —0.915602/0.724778— —1.263286, itrinhi A m, BRETT v - law 
GE 24.1003, 

例 2 RA LATER e. OR y" tay ay- -I PRR wd =O, 
yD = 1.0 (RRA ELSESRER ye ie UPR AERE A= l wD d RT DR 
得 e 25.102). 

TE LAE YEA ELTE , ES R9] PUTES CITAR FRU , [B 
ÍC3EBUEERVIEOE XR —ÁÀÁIETRREPSHI. NEMARA E, TE 
— hà jx. ERR EET BE TA JED, 35 PEL ee BIS f, PAI RER EE 
XEXIJCARTERURE. SERIO RULA 2a, AER MEAT 
BE TEES Seat, (A a re RRB SED T n - 
得 不 到 解 的 情形 ,也有 完全 得 不 到 解 鬼 情形 。 这 样 , JER PE 8] 
题 的 求解 是 着 常 困难 的 。 关 于 这 类 问题 的 解法 虽 有 种 种 的 芋 试 鲜 
JE. AASB HOA PENSE PET, FE ARS TEE TEC ERE GRE 
ED 方法 求解 可 能 还 好 一 些 ， 

和 如果 把 区 间 划 分 成 网 格 而 米 解 ,在 线性 方程 的 情形 ， 就 化 成 多 
元 方 种 粗 的 求解 问题 SO eS J Ta BB eB 
(Laplace AFE, Poisson 方程 ) 的 处 理 广 法 是 相 丙 的。 
| FG FR, TOS A a ER EE PUER 

有 效 的 。 
825 近似 解法 9 

以 下 和 披 迟 对 求解 边界 值 间 题 和 特征 值 (eigen value) 问题 有 用 
的 刀 个 近似 解法 。 这 些 解法 中 , ARES. Rite 的 方法 是 众 所 周 
知 的 , BEZA PRA Ae. ESPERE NA. 因此 这 里 略 去 
ARE . | 

1) lFanepusu 方法 ”这 上 法 是 B. D. Paxepran 作为 解 薄 过 和 


GSA aT aay HA, EET CA FE Re et E 
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深 的 问题 的 方法 在 1910 4p pi HII bo, SHE 2E He AAA, 而 
FFARR, bee ea, 以 下 略 去 理 
alii RAE ue. 
ERER 
L[y] =f @) (95.1) 

TER cma, c=) BER EW RAR. Tarpa 的 五 法 就 是 
SERR Lat RPA ERE ww (x) ， 和 在 两 端点 a, 5 满足 齐 次 
341 Fe ae EE By p ie xt Hi (x) > Ug c) Q7" rf ec B sk pe Y HE am 下 
的 形状 : 

g (m) =le) d- aqu ar) + agua (@) +) (25.2) 
然后 选取 系数 2, (2=1, 2, +, 0), BE y GO 和 精确 和 解 尽 可 能 地 接 
近 。 这 条 件 可 以 代 以 如 下 的 条 件 , 即将 (20.2) RAFE (25.1) fj 
MARIÆ (residual) 


R (x) = L| us (2) + Yran le) |— f @) (25.8) 
3u. Ii BEE ATE BA ule) (6—1, …, n) IESE, Uf 
| RG)w (e)d» o ($9 1,2, +, n), l (95.4) 


HERSIEN 0; BID Re RAE (在 目前 者 
于 的 线性 央 丁 的 情形 ， 就 是 一 灾 胡 程 粗 ) mew EE uy fE. 


~ y BRERA Vase T o 


£L HTAA y) =1, yd) 一 0, 可 以 取 

wia) =1—e, uj(x)—m(l—z) (i51,2,..,.9), = 

y= (l-e tmr- -raa1(1-—s-re—rLegx5l-zr), 
中 时 AHH (25. 4) Bra RYAN REA 


1 
j thdr (m=O, 1, --) 
ü 


QO F DRaepgsH FETUS Maxina cA hh Ae — 5, 


£25 ;m fl Ex x 127 
的 形状 Hew Rite OF EB TS) Se RBS S. 
2) UBAO) © ZAARRA Riz) Bio! EEA 
决定 系数 的 方法 , 即 合 、 


b 
| R(mx)mdxz—Ü0  ($—0,1,92,--,n—1), (25.8) 


Up (x) , t (8) (195-1, 2, e, n DE ITAL Caxeprnn 方法 租 
fal, Wo Re oe ey, xixcdk Pid IER EGG uns HB 
BH AP Eee a BR LA BS EE IB] (o, 6) EXESEBSEN AC f£ Goo) fin Ee 
如 b 

| ejf (w)da—0 (6—0, 1, 2, -«, n—1) (95.6 


hg n PER, BBS, f (a) E (a, 0) EAEE n dX. ERER, 
在 (a, b) EA v A Ss THE, FERRI OY noo IN, f) 在 (a, b) 
ESF 0”, | 
Hi HER HS E Daxepkau Fee Ar Fe Rae, XXE 
H KR du] EXP SE RE A, m BLA EL up PX ra CAR AE, 
ap ERI GC PE CBAR OE, FE AR Eas 
PUD qud. Se POR PI ER yj. 
2 Hil prz ERE 24.1), BY 
y= (1—2) Fa,x(l—4)-Fasz01—x) + arid —ax), 
计算 (25.5), MAHT e; aT FRA: 
264+ G_-+ G3 — —1, 
85a, + 63a,+ 62a, = — 50, 
1616, + 189a,+ 199a, = — 140, 
田 此 求 得 ， 
y= (0-0 —0. 21644 (1 —2) —0.7703:201L—2) 0.20312? (1 — 2), 
这 样 算出 的 # 的 数 信 ， 与 用 Tasepens FRAPAR, NHR 
彰 一 点 .[. 基 比较 优越 的 。 WIRE v 为 含有 直到 a, 的 式 于 ， 就 成 为 如 下 的 样 
F: 


O WHE: AARE AAR A. 8 553 5 0047), 


128 BIE Mh Ae ERE 
y= {L-a — 0. 2765542 (1 — r) —0. 72446822 (12) 
—0. 06317423 (1 — 0) + 0.001455xf (1— 2). 

EBM HGA 243.1 Br FIBA ee TE Beas 0 位 有 等 于 土 6 BIER. 

xk HEU LAORE To 2 FL FEBR ho LR AR 2,3 
Jc ga n] RRL Aisa, SIE BEREITS ZREfETASESPIR. 在 
JERRFERTRPD. A ERE" MAER, RRR i Re PERS TA EE 
We 

集 这 样 慨 定 了 [两 数 形 状 的 做 法 ,和 Fourier 分 解法 很 类 忆 ， 因 
起 ， 比 之 严格 地 划 淄 成 网 格 ， 化 成 涯 分 方程 而 求解 的 方 污 尽管 白 
Ha Be Cie ERATE Be A BE RAT, 世 是 很 月 然 的 。 这 种 
HERRA HH THRE Pi Aa Ra Ae 
Multhopp 9 fujE zx FRAIL T POSEY sample function” (Ay 
FPR) 9 PAE. TE ,这 种 想法 也 是 值得 推荐 的 。 


Q H. Multhopp: Luit. Forsch., 15 (1588), 158-180. 
& Hk. Kondo: Journ. of the Faculty of Engineering., University of 
Tokyo, 24, 8 (March, 1955} ， 


ns 
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890 RA HRA 


ITE, AK Ra Oa RA, BOT 
ENFER EA R A UU pgEkRICASZE Wu D. Wd Hid 
SE LUI Hee FT AR E, (Age, Ae TARA PL 
WEIN, Gu ERTGIBIDXUH IR, (RR PEM EAR ZR dC BT EA ok ARE 
To | 

AS FS DSC AA [8E 58 75 Eee 8] S WB TIR, VEN 
[a] SH rr HER SOC B OR, A EA eo 77 RB AE BIS) TE h [E] ER 
中 出 更 的 Laplace Ae, Poisson 方程 等 比较 篇 单 的 志 程 。 圣 于 
(IRR BOW, UKER., SES d yp RERARGr 
4 4Wr5 EZ EIEEZE, RIE PER ER P, TERR EA iF 
KE. 

REE ED EF hn FBSA 9 : 

AU or -ABU py HOU py 

= Dia yU t EMm, yU HE, yU Ha y), (26.1) 
UV A PAE AERA Fk TE ER, A, B, C 也 可 能 是 
常数 ， 也 可 能 是 4, y PR Ae a A Be LT 
0), 
RAM A, B, CO 之 间 的 美 系 , 将 方程 26.1) 分 类 如 下 : 
i) 8*— 407-0 Qi) 此 时 方程 026.1) 有 2 SCPE 


OQ XJ EHREPEIOUSI BURN AS RESTER ERG RR Be f 5 
Bi, KFS RL DEDE EDU DUE, EST DLE Je RR: DY Ty BAT 2. 
age Be (PNK, 1951), 


' 180 AGM fef uh Bye E 


Pk. SOPRA SU RM BE KE PES: 
U = ey ar, (26.2) 
(i) B^— AO —0 (抛物 型) RA LRR, 典型 形状 是 
下 烈 的 热情 导 方程 或 扩散 方程 : 0 
| U ,= a?*U s. (26.8) 
Gii) B*— AC--O Q(BBIBDSD «=A Bee XE SC By, 典型 
形状 是 
| UU, —9(c,5) (Poisson FIR), (96. 4) 
U ss HU ,,—0 (Laplace Z7 $46), (26.5) 
Ani& A, B, C dk v, y BR, PE DSTI EAI fe, y) 
的 做 置 而 异 , 不 过 , A TRE 26.2) ~ (26.5) 的 典型 形状 的 简单 
BEMAR Ar Æ, AREE R ET EE 
问题 的 种 类 有 , PS A. PRG SR ICI ADE, $ 
XE T pra 90331 Fe, eT EA SET TER ZB] [8] E. CO So A 
AAi BE), ARR Poisson ARAN Laplace FRA, 
Soe Y DAL Le, SE pO PATER IL AMEIES. Ba, 
Vo A d [S c f| ER. , IR RES ALE TS A B] AHE SU ar 
EBE i EA 


vf 


327 BUTLER) RE (RII RE ALP ER) j 


HAREE RE eS. PG BAe TEDE: 
29 a 0 
| et =a Os? " 
在 热传导 问题 中 ,2 Ree, a^ Rei EQUIS. t 是 时 间 
m e EAH. PRR d 
4i=Ohf ¢=—f lw), (47.2) 
x Fee PE — AE E AY POE AR: 


(27.1) 


$27 tuu gar ee ) 131 
dE S—O04b 9 十 mg-= 05,0), 
fea=1L45b +a, = Balt), 
以 下 用 步 长 为 dosh, A=k PA RERA Bak. Uy 
Jb, BE OC EPESI v, t RRA & EG] 6 Bree fis 
TH MAT i AERA S AR a Se, tE Taylor 展开 ， 就 或 
为 如 下 的 形状 : 
Glath, 0 —20 (x, £0 0 (e — Rh, t) 
=h pala, f+ OP /19) Gale, E) 
+ ERË BGO Aas, O, (m—hxs-m- A, 
(m, +4) —0 im, t) 
— k8 (v, O + AD 8 (m, t) 
OS;B MS (m, D, QGerctb). 
m (27.1), 8, — a0, Pa aw, Alb, aR} LN SR SACHE JA. 
v —ka?*/h*, (27 .4) 
fü pa $8 LONGUE Br FB R EFE 
(m, t+ -rf lath, € — (1 —2r)8 (m, € —r0 (t —h, 0) 
= (h*r/19) (8r —1)6,. (o, 0) + (79h96), (m, 7) 
— (rh5/860) 8,4 (8, 8), (27.5) 
d (27.45 m VB r Fees 5 Bab RSS v P-R GPD) Be 
HEREA AeA n—1/6, WS , (27 .50 23331 Foe BETA, E 
0, 从 而 得 到 
(m, ith = (0/6) 10 (Fh, £ 4-48 (m, t) 
+O (e —h, HT (m, 0), (27.6) 
Tila, D = (h® 1296) 6 (a, T} — (5/2180) 04 (8, 0). 
CRER, TARR 1° RIT ARK. 
由 省 去 了 了 (2, 六 一 项 的 上 型 中 iti east, EER ZU 
t 及 所 有 的 点 4 的 8 Bs. WE ARS O ACI £T E IPTE, 这 


(97.8) 


= 


132 | 9B GONE maai PAA ESE 


(1/5) TE. BOAT ARRIRA. ixdk—-hEE 
c5 — Ay fe OD ecu a Bg 


Sa tf, 27.10) Alas (Path, 由 在 ”处 的 值 求 在 
(a) ^ 处 的 值 ) 。 奴 式 的 形状 也 是 科 单 易 用 的 。 
(1/2) Wy. 如 但 c—1,2, 就 得 到 下 列 的 虽 


“” bth BER ae EROR hy fi PAB NSE: 
i 0 (m, tba) — (1/2) (9 (e-À, i) 
" | (mh. t)}, $ (27.7) 
可 274 T= (hi 19)8,. 
"E HII Ex Sez Ae E 27.10) PER, RE EAR PAY, 
A Í Hak (27.6) 解 


X= $ 


e) g 
Et ge)! 
(p, H =m axr, (sral; 
8(0, £) =a(1, 0 =0, t0, 
TEse 27.1 hag ST FP SL PP ee JERE rE. (0 o AREE 
pioni 
fin, t) —e-t sin ae 
RIER Bit AMI TER e 
CE] Seah PP, h THA Tr, DH: UEC A i RE HA 
^ a A AA pie SU SERI NE P(r, 0) =i, TBA 证 x= 处 与 f=: 叶 
HIERE. ERAH AR RE, 通常 在 译 异 点 的 郭 碟 内 近似 解 和 精 
确 解 不 术 符 合 。 此 时 应 当 寻 求 代 麦 这 一 奇异 此 的 药 米 ,然后 就 除去 了 奇 昂 性 
的 情形 求 数值 解 。 此 外 ,还 应 当 襄 明 , 如 把 步 长 记 取 小 常常 可 以 把 奇异 点 的 
影响 限制 在 局 部 学 图 办 。 
导出 (7.06) B SAR ASS A LESE RS 3ilne[1p.121， 
Ej tr O rh ee Aas RE ERE Tel eA FL 
e PEL a AE ED WXIBWek me. CEPR Hi] tA BA et, Galen AS 


SPREE: ART SED f, 194 (01941), pp. 321—327, X: BL ASI; 
Ts DR 274—276. 


$27 pU E DTE dE CHI ESSERE | 132 


0 | 0.1605 0.86882 | 0.49390 
| (0.18868) | (0.95884) | (0. 44800) | (0.58069) | (0.61050) 


a 
327.1 Sh (e, Q) sin ma, Oso 1s 
OG, 0 =O tL, ti =, t>-0, 
an 3h 0 BENE 1 2 4 5 
Ü ü | 0.80803 | 0.568778 | 0.80902 | 0.95108 je | 4.00000 1.00000 
1 ! Q0  , ü.830898 | 0.57819 | D.70582 | 0.98554 | 0.98369 
2 ! 0 0.29902 | 0.50878 | 口 ,98284 | 0.92098 | 0.96764 
à | 0 0.59414 | 0.55948 | 0.77007 | 0.90527 | 0.95185 
a 0 | 0.28934 | 0.585686 | 0.765750 | 0.80050 | 0.93632 
5 0 (0 | aesae | 0.54188 | 0.74514 | 0.87597 | 0.92104 0.28462 | 0.54188 | 0.74514 | 0.87597 | 0.92104 
| g ! g — o | o.sroos | 0.08954 | 0.72208 | 0.86168 | 0.90002 9.27998 ja 0.59954 | 0.78208 r 0.86188 | 0.90602 
| (D) (0.279985 ' (0.58254) | (0.73299) gigs) | (0.90609) 
13 0 0.95360 | 0.48250 | "0.00408 È . T8069 | 0.82086 
(0? (0.25868) p (0.48349) | (0.86410) | (0.78070) | (0.82987) 
18 0 0.22941 | 0.48714 | 0.80168 ^ 70732 | 0.74372 
(0) (0, 22982) | (0.48714) | (0.60169) | (0.70732) | (0. T4372) 
24 0 0.20821 | 0.39605 | 6.54512 | 0.04088 | 0.67380 
(0) (0.20829) | (0.39808) | (0.54514) 1 (0.64085) | (0. 67883) 
3 lo 0.58056 | 0.61047 


RHE dix, t+), Erte fal & Clay, EDGES t, FES x BR CB 
SRA, ATS Pei chee AS BUR: 


- rt ft 
TUA er. | blz Ode, (27.8) 


FRA MAA Simpson ERAH, MAGE) (27.00, RAI ARE. ERT Tal 5 
DP d S1; ee BM SA ESECEERSHE KB ER. KC ad a? (就 
zem Bed dii sg Wet, mt SUM DE SO eT EE RK, h 
LES d hne D EEA] Ke, FER A RT a 
0, ZEII ty JUGAR o= 0 BER HE EAE UE FERE eee RTL 
PRR, MA, TERR E MRR UE SA CH. fee e= 中 
BACAT hema AS Sbit t= 0 SA & E ey 
2-0 MAHERE ZH Lent, 是 站 名 A, WARE, ho 2.dav k 


184 第 8 章 AR Bet B HD 
或 h-23.Tawv t. REER HANA Urt bcn b MER ARAE ^ XU 
ii^. E 4EJEXC IR AT, SER BTA BYTE (27.0) rh RE 6 = 2.48, 

SX PEA th BoP Ae SETTE Da Ee, TT ELDER BL RT DJ 
HGH a RE v PER SERT PER P2 , I DLE EIS BLUT PE 
的 定性 研究 上 。 

— fee Hib KR Br. dr (27.4) AVE RGRAY E 5g F X, 
kp. Disk, ee fl o APA AS CRAP RA, tA 
长 就 变 得 很 小 ,因而 到 述 一 定时 间 t 的 计算 阶段 数 变 得 很 多 ,这 是 
不 方便 的 。 汶 了 克服 这 种 困难 ， 可 以 考 处 把 7 BAMA. {Eh 
上 述 物 理 的 想法 岂可 以 看 到 ; ERK r 的 万 读 是 很 不 正确 的 。 关 于 
这 个 问题 ,在 29 rhzp Sn aE A Bk 


828 EBA HE 
A ED 
au p Cu 
at? Cm? 
的 求解 问题 。 基 中心 表 示 波 动 的 傅 播 速度。 
KARAR TARE: 
tin, 43 7 as F Um, n1 = (a A R) (timit, n — tnn nn) . 
在 特例 ,如 果 取 kash, RUE 
Um, nci = 1 e n tUm 1,5 — m, nade (28.2) 
xX— 3284 f ELE 5 GE B3 Be (28 D A 8 
w= fy (e—at) -+falæ tat) 
FE TRA RP. ix R ER hao” dE a BK ob 7G 
X. (BE, 必须 注意 ， 如 果 取 上 大 于 找 动 - 
Wik, PARR Re Sry H] 
HB.) PA Re A mp 28.1 Apa, ALE 
APPEASE (LL, BRS) ¢ Ae) ee 
PR 22-4 HE, TI SES A AA 


(28.1) 


i85 


$28 od R0 77 FR 


c 2 O O Oan 


ISPL 0— 
50L — 
Cles 0 — 
6696 0— 
A608 0— 


ASTRO 
QUOC" E 
i 


9250 ‘0-7 5 ng 


agbe 0— | PROF U— 
59E UT | bela 0 
SO0gp'D— | 66869 0— 
40g Q— | 6495 0 
aap g GOFF O 
£049 0 BaP O 
| 287s 0 56048 0 
GOOG" T L873 0 
F QUOD T 
9 
Ü 0 
o=] 


PBS 0— | SOIL O 
E9 U 名 GT 站 
eroe 0 ESIE o 
gore 0 6108" 0 
eroe 6 9373- 
698 0 alle 0 
SoFF 0 0298 9 
opra 0 Bt Q 
S049 0 RSFS Ù 
ESTS 0 cols 0 
OODO'L ALBIS O 
H GOOD 下 
0 
0 
‘a= QG *Dn 


tq'o—? ' (2/12- )dxoe— (? ton 


A050 0 
OTL o 
SSEL'O 
EJIL 0 
GEI 0 
gara 0 
SHU 0 
6495 ' 0 
56rFP'0 
sra D 
GOL" O 
LST 0 
CO00*T 

0 


EFAG O 
AUGO" 0 
SOLE 0 
Bath 0 
gear 0 
opo 0 
Fe 0 
eroe o 
6296 °0 
GOFF 0 
SEFF 0 
GOL 0 
LS. 0 
O00 T 


8090'0 | 86p0'0 
$1070 | 80900 
108070 | 8020"Q 
SULTL'O | Z060'0 
EGEF Ù BOTT'O 
699T 0 | SABT 0 
tozo | S50T°0 
DDPZ'O aros o 
ZTO 0 | ages" 
64960 | EIOR'O 
catho | 619080 
S8P0'0 | B6PP'O 
£049'0 | 38F9°0 
28TS 0 | 202970 
O000'T | J8TS'O 

0 | 000071 

[ 962 


[ 
| 
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求 的 解 . 
A EEM P—0 时 w=O, Cu 'Pt--0, PDE! AA x =O, 
e=exp(--di/ai,a .0.5; JER r—1,u—0 PRS PE 
Cu Jett = st ee 
fede 28.1 ihe Y SE HORE | | 
38ir ^5 BEACH eS, (28.2) te T EL Hh a A ao Ege 
HO. 


829. ik fk ES HET 


BA (27. 6) ET EC EET XS EET , ERR FERE TEC , 1E. RERE 
T eB Rh, t WARIS ERE 及 , Ga’, 一 般 藤 来 这 是 很 小 的 值 。 
为 了 补救 这 个 缺陷 ,好 象 将 n 二 大 就 可 以 了 。 以 下 普 先 合 r= L, 
All FA (27.7) RT DERI 

PLI FERE tO esl, PORTE HES 0—0,0—25/2z—0, 
ER e=], 29/3e 一 0 下 解 微分 方程 3 =o 

He =374 而 把 在 点 ==0 HARRERA, BARE 9 1 5s. 


- Flo. ER 29.1 中 本 录 了 一 部 分 计算 。 


由 物理 意义 来 看 , 9 应 该 是 单调 碱 小 的 ， 但 上 面 的 计算 却 得 
到 振动 的 精 果 。 如 果 把 在 点 z=0 移 边界 条 件 代 以 20， B 
?一 1 人 2 也 不 会 得 到 如 .上 的 精 果 。 这 种 现象 的 起因 在 于 ,+ 二 1;3 这 
个 值 正好 是 某 个 临界 值 ,因而 如 果 取 7 的 值 大 于 1.2, 不 论 在 怎样 
的 边界 条 件 下 , BIRREA EAO, F, r 的 值 对 十 解 
的 稳定 性 具有 重 又 信义 。 
(27.5) 的 右边 去 掉 认 差 项 后 的 盖 分 式 是 
Pamati T Pmt CL Ir) 0,,— Pb yea. =O, (29.1) 


0 AMENAR, 19 3$ 19 B. p. 351, 
O EB, MB 8 27 Aaa A Fg al Ape sen ee o 


$20 Ie GREE 187 


. 00 — O9. i pg P9. uq. ada Ain. 
429.1 A a 0-0, 0— 90; ral, 2-0; 
i=, G—1, bonis = (Ht 
] - 


MET =H ELM h-- d 


Dr Ia 


e qe goo ec orrcrre ec eo 


62D 

466/75 
B7031 
42056 
.D3bG4d 
40808 
, 61058 
.RS 
. 49068 
. FSO 
46410 
,33437 
A588 
.81058 
41748 


58075 

65572 
0.64673 
0.62736 
G 51593 
0.60291 
0.48510 
Oo, 58113 
0.405588 


0.875 

0.00835 
0.80469 
0.84570 
0.76342 
0.50030 
0.71086 
0.76404 
0.07207 
0.78172 
0.08052 
0.70240 
0.60116 
0.67513 


1 
1.0 1.0 | 1.0 
1.0 1.0 1.0 
1.0 1.0 1.0 
0.9975 | 1.0 1.0 
0.95312 | 0.96875 | 1.0 
0.88672 | 0.978066 | 0.96870 
0.91118 0.92774 | 0.97656 
0.84053 ' 0.94994 | 0.92774 
0.87237 | O.S8416 | 0.94884 
0.79741 0.90810 | 0.88416 
0.82607 0.84078 | 0.90810 
0.75642 0.87203 | 0.84078 
0.80190 | 0.79860 | 0.87208 
0.71721 | 0.82609 | 0.79860 
0.76070 | 0.75790 | 0.83099 
0.67953 | 0.80884 | 0.75790 


[Eu xxi] 6 H Esp ELLA co8 gH Ee fle) UHR £p pp 
git) HERD 


Hh 2 


(E 


Bn = f nta $ 


— Gn) / s =y (Fr ri m F Fma) / me 


(29.2) 


(29.8) 


左边 的 式 中 内 合 %, 右边 的 式 中 只 合 m, BAIE, Tie Be AT ASE 
Es EAD m Kn TEASE ie), d xe Tel 


Qd» +1 (L— x19, —0, 


(29.4) 
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fma (2-2/9) fatin i=, (28.5) 
由 (29. 当 得 到 如 下 形状 的 解 : 
g,—aG(l-—x)'-aA", Am1—x, (99.6) 
其 中 a BEAR A BRT e BRR. AP 
2—x/r-—29c08g,- (29.7) 


3 z, (29.5) n EL; sin mp 和 cos mg 所 满足 。 代 人 边界 条 件 , 就 
得 到 依赖 于 把 o 区间 L (在 上 鲍 中 是 D BE A 
个 数 M(—L/h) BST $0852, p fi, 6 p (RE I, i 
与 此 相对 应 的 sin mp Al cos mp 是 特征 向 量 。 

v YE Pa RT PAR Ar FREE: 


(2) ARRE ER 2—0. 1, 8—0, BD fon —0, Ay, —0, 此 时 ， 
=i; M  (j21,2, ee, M — D, 

(b) 边界 条 件 是 ; EA s=), 0 一 0， 在 点 s=], Bar=03 BB ,=0, 

Ottan — Uy ps. LN, 
b—(2j—1)2/2M (j=l, 2, e M), 

(c) ARSE: 在 点 c= 0, 8—20/Ox 0, Fert z—1, ce /ox—0; B 
fon (034 —0 442 RASU, Outi S arn. IER o ABERE FE AA 
Qs 

Msng;tgMgj=1 (=I, 4, NM), 


ABRE SIM TES 9 ps Sh SDS EE 
BEART S, (29.1) KRES ota FHT: 
On = S a,{1—4r sin? (p;/2) y'o; (m). (29.8) 
例如 ,在 初始 条 件 是 : 0 时 8 一 1, 而 边界 条 件 是 上 述 的 (a) 的 
ETUR Om 如下: 
Onn — F, p2 (ete d )(1- 4r sin? du) sin Jm. (29.9) 


其 中 , 2 M 为 偶数 时 及 一 下 一 1, mH M HSMM, K -M—2, 
与 此 相对 应 ,原来 的 微分 方程 的 解 是 


$29 efit: Siem 189 
4 & 1 onu 
0 (m, b) 一 一 AM E e ^" sin jee, (29.10) 
T j=] 


取 (29.9) RiP TETIN t 的 项 ,得 到 
= (1— 4r sin?( 3/2 M))»? 
= (1— 4rsin? (jah 2) 2 ^". (=) 
3 r Else AO ht, A r>0, WAD 7 EERE, 由 《9) 确 
EBI Al Mie] (29.10) RMR Re, AE, BRAY r 
固定 而 h—0 hp SE Sb Ay BR BY OF El QE Pe aa, (ASE E JU 


密 保 证 差分 方程 的 解 对 任意 + 都 收效 。 对 于 0<r< 了 的 情形 ， 
FREEWARE MES r> 于 的 情形 ， 则 如 后 徊 将 要 指 


Hi ERR, E T e UBER ASL, hr A BRE IJ ARUBA 
Wii eA ERE BER, DOREY ESI LILA AY. 

Xp LER AUECRCERDEL, 在 边界 条 件 (a), 初始 条 件 0 (%, 0) 
=f(e) (其 中 f@ BEE (0, 1) EBERT TET BI RUN AR 
BRERA SHERRI HA RARE) KEMA In FESO. a, 当 * 
3408 JE ZR PE 


Ore (29.11) 


的 某 个 固定 值 时 ,对 于 区 间 (0, 1) AGERE o ANT $20, 
lim Opn Ov, b), 
这 里 Onn BEARDED A PETER (o,f) 最 近 的 网 格 点 上 的 解 。 
Bear, 4 fe) 满 是 更 强 的 限制 牺 件 时 ,条 件 \29. 卫 ) 的 右 
边 可 以 加 上 等 号 , 郎 成 为 0<r 所 1;2. 
以 上 考虑 了 当 关 系 于 舌 格 的 比值 "一定 ， 而 将 别 阁 无 限 打分 
iE 尖 分 方程 的 解 9 和 微分 方程 的 解 (m, 0) ESE, 即 相 当 于 


Ü grin. dex F. B. Hildebrand: J, Math. Phys., 31. 1, pp. 35—41, 1952 
gud SR ACR L9], p. 602. 


140 | mox dim ne WEE 

fey PSE dd r e h leaa 0 TT, n BLISS BIS 
Sb, ATA ESERE ERTER ARI On, 8925, BS Tae 
ARE SRA eas), Bete 2-0 即 在 直线 ”一 0 上 产生 
的 证 差 的 纱布 为 fr), 就 得 到 和 (29.5) 形状 完全 相同 的 解 6 


M 
Cms = zi GA, (m) 4 (29. 12) 


ix Bam Ep 2 (quunt MO Me ono, FET OA, 满足 
Aj —1, 那么 Cnn 随 着 4 的 增 大 而 振动 , 且 其 振 枉 无 限 填 大 , 世 就 
Rum, NAEP A. 由 差分 得 到 的 近似 解 在 这 种 情况 下 
称 为 是 不 稳定 的 。emn 为 有 界 的 必要 条 件 是 
A,—1—4r sin? (p;/2) > —1, 
X He | 
f (2 sin? (p,/2)) (29.13) 

MP AERIS, EREE, PS RPE fa), 
(b) , ce HbA AD Be ZEE j — M —1 Fn j—M Wb Bee ee 

(a): r= {2 sin? ( (Af —1)m/ 2M) F1, | 

by) ru íj--eog(w/2M3) !. 

Auk M —10, 那么 对 于 (a) 就 要 求 70.513 而 对 于 (b) 就 要 求 
r«0.508, 34 Aj 0 (Moo) int, FARE BEAR TERRES T Ie PER PE 
(29.11), Vb Pl, 所 有 的 项 都 不 是 振动 的 必要 条 件 是 AO, 为 此 ， 
例如 取 自 (29.14 等 决定 的 7 的 上 界 的 1/2 左右 ,大 体 上 可 以 满足 
这 一 笨 件 。 在 这 个 意义 上 , (27.6) 是 足够 稳定 的 。 | 

FEE) 把 (29.10) BEES PA] fH UT SAAS 00 ay Bas 


e- Fat .—g-futurM m fer Bary n up n. » 
a = j — GQzh)?r-F (12/25 Gxh)3 +t Ohe), 
5— 45 1B. pH C. 
A21 dr sind (ah /2) 23 — (jah) tr + (1/34) Gh) 4 +0 h°), 


由 此 看 出 Ay n s REBEL TE ROI GEE RAE r= of di 


(29.14) 


$380 IE ir 4 EY TE 141 
ASH, JSR Hae, 

Hp EAGLES LI, BEART RRR RS 
PERUSE A RANU REDS , EARRANN ENEA BUS VERS] 
B. PRE REN RS BANS A REB SE 
法 > 第 6 & | 

SEF he Sic bb Fae PEPU SERES Sr UT DIRE RT, 
(41, [5 pg Ag. APER Crandall LET] pp. 8807-3855, Hilde- 
brand 9 等 参考 书 。 关 于 边界 条 件 的 代 换 方法 和 稳定 性 可 以 参看 
文献 [4。 


2E 89:55 CK 


[1] E.Courans K. Friedriehs and H, Lewy: Math.- Ann.. 100 (1928), 
B2 4. 

[3] G.G.O' Brien, M. A. Hyman and S. Kaplan: Journ. of Math, and 
Phys., 28 (1050), 223-201. 

[8] J. Todd: Comm. Pura and App. Math., 8 (1955), 597-613. 

[4] F. H. Price and M, R. Slack: British Journ. of App. Phys., 3 (1952), 
8TD.— d54. 


s30 联 立 型 解法 


E REL ER RATES A TE DRE r 3d AH AE 
就 会 成 为 不 稳定 和 的。 出 定性 方面 
Bade T IB, np DA BH EE SK BP Se 
象 。 考 察 前 进 型 解法 的 过 程 ， 在 
图 80.1 PRHO Aa AB. EPHE, 
B] A uS P Peep RR 0D 上 


—€— MO 


一 —-—— 


@ Hildebrand [12], pp. 328.345 点 及 前 真 脚 法 中 的 文献 。 
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或 者 AO, BD 上 的 值 , 在 点 P 的 值 就 确定 了 。 所 就 是 沿 ， 差 分 方 
FREE EUR ASI TOO TH US EB BERT, 而 AP, BP 可 内 看 作 
we ERATE Hee, [HXESCES b. MTRS Re, EAE 
«ERA t=const AEI CD, Wit, 如 果 不 知道 AO, BD 上 的 
fh, 在 点 P ROEDER RB GER. ETAS, 在 前 进 型 的 
公式 中 ， 使 用 着 与 原 浴 程 的 网 点 模型 有 所 不同 的 网 点 模型 。 考 虚 
到 这 一 点 ,就 得 到 下 述 的 实 立 型 解法 。 

SX ARAB i= tD EAA Dw 一 4 2, --, 
M —1) 作为 未 知 数 而 烈 出 关于 它们 的 如 下 的 联 立 方程 往 : 

中 1 一 
和 
3X HB, a BAT MAREE RAR, eo = 1, ARA 由 
O'Brien Æ A 4 t igit = fad (V TID EO 5 4p ass, LBL 
Orank 和 Nicolson #f3E RSE Bey Sh 6 5295540, xm 
公式 的 形式 如 下 : 

V AUS: dn,wri 一 Dn 一 了 nl mnel nta), 


nA 
APEE an (2 Tl/r) Dani Pad na = — uui, | (30 2) 
eo TV (Li 
T = 9 (r-- 6 ) a, 
6 点 型 解法 : 
On np — Prin — [ (Omini 20m, nit 1-8, —1,241) 
+ (PERLE, mnt Gina, J (50.3) 
_ IA 
T = J9- 9. 


6 这 看 前 入 改 醋 "2.， 
@ J. Crank and P. Nicolson: Proc. Cambr, Phil. Soc,, 43, Part I (1947), 
pp. 0-~67 ， 
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其 中 地 RAN ERI RS 
KERAK ARR hn Fj 30.2 Jp as fn PD ix sb A RE 
8 29 AD AA ALE, BT PRAY A, 只 有 如 下 的 形状 : 
V. 型: 
A, (1+4r Sin*(9,/2)) ^1, 


6 点 型 pma 
A = (1—2r sin? (@;/2)) (14-2r sin?(p;/23) 1. 

由 此 可 以 看 出 , REE 00, 常 有 DSi <1, AERA, 
如 果 r> (2sin* (gj/2)) "+， 那么 就 有 入 天 0， 因 而 解 成 为 振动 的 ， 
但 其 振幅 并 不 二 大 。 因 此 , TR r RERI, 解 总 是 稳定 的 ,如 
打 只 涉及 稳定 性 问题 , WA, t 的 步 长 上 不论 取 得 怎样 大 都 可 以 ， 
. 但 精确 度 不 及 (27.6) 。 TELNET, 有 时 非 把 z 的 步 长 及 取 小 
不 可 , 币 在 必需 计 算 到 +t RAR, ee (27. 介 进行 计算 
需要 非常 多 的 阶段 。 在 这 一 类 情况 于 用 (27 .的 求 则 开 姑 的 几 个 阶 
段 , 而 后 攻 本 节 所 述 的 联 立 型 公式 继 镇 计算 可 能 是 适宜 的 。 


2 +k bk - 
t t 
x—h a+h x—h x x+hA 


I 
(a) Y 2d (b) 6 点 型 
B] 30.2 


此 和 外， 应 用 (80.20 或 (80.3) hE t=nk 189 48 cK OEC BE 

= (Ptk 上 的 值 时 ,也 可 以 用 松弛 法， 在 子 区 前 的 个 数 型 不 天 

时 a By EA Asie HH XB mm TB HER IE. And B0B SBE ,那么 
ERRET- RU ERE DC Eo 

[ 注 1 ARETE, QU I EE; 2821 RE (28 - 2) 

ARETE ch EE V EC XR. fu A/a > 1, BOSEUZRARO ER EDBU HS 

程 烙 定 的 解 的 范围 以 外 的 解 ， SS CRE SURE, A, A 
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T, H khe gw Bx kr iiir r hoo, PARSER oe 
RUNE EC. (let Pise [11.) 

LYE 2) AUT 6 ARES, eR Tt SLAC ae FU 
we uA ERAS ER, (27.1) 就 THATSHUR 


" 2 
dd B Ca. t4-k) 一 — z OCR, t+ ke} a g 8r, H E X, 5). 


(30.0) 
Egg Hartree-Womersley Hik, HEUIR RILA T AR, 
ERETRIA 
qu o 2 
cda? ai 
有 -一 种 以 求 原子 反应 堆 的 临界 大 小 时 所 用 的 multi-group 形式 的 想法 
为 基础 的 计算 , 与 (30,6) 具有 共同 的 操作 考 法 。 
RIA, 都 是 知道 了 在 时 列 + OVE, RETR AS HERTS t+ AOE, 


- 2 z; 1 


ALLS RR HIBACT. c RP Ba, 而 作为 关于 Meee. 


求解 的 方法 。 

[H:3] 简章 的 前 进 型 计算 ,用 UNIVAC-120 类 型 的 机 器 就 可 以 了 。 但 
fe, ea, eth HIL- Mark- Se oh E a scar ADSL (relay 
ealeulator) BAZAR, BSA Mark-II RRS. 


$31 2 X T 


De, y AB Sew 2 HE Laplace ATÆ 


22. 905 4 0 
Vim + (81.1) 


ku TEL (BLA IEF v. y PSEC PE o Oe = dy = h, BA 
V* pee (SA (1.4) 或 03. 7)) 


- ] ， 3 f 
re 
02,923 l 
一 -全 (二 (81.9) 


toch ò a PARE 2, y SREP RS. SE ] 
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内 开 首 的 两 项 表示 V O 就 得 到 
Vy 一 上 [6 (oth, y)-FO6x—h, 3) +0 le, y tA 
-FÜ (m, y —h) — A6 (m, a JAO), (81.8) 


BSP AS ROB E ADEL 31.1600) Aras, (81.3) 85a E | AA 
-THH eas, EO 


Halia) E Popup 
JOE T, y iu 和 ”而 考虑 图 31.1(b) 的 网 点 模型 ,就 得 到 
vig — [8 (m — hh, y tA) Ow+h, yth) 


JA 

4-8(m—Rh,y—h) Haleth, y— h) 

—48 (m, yi] -FOQP, (81.5) 
AA E 1 内 的 算 子 用 2-X eg, une 


3° | 
NŠ RP 
图 31.1/(b) 2X sR o Beg 
few vere T Ge E Laplace 方程 的 情况 下 ), UH m X 
辕 台 起 来 比 之 单独 合用 H, X + — RRR RAT: V? 的 近 
似 表 示 。 Xp Be. AW H au X ch ay 52,02 ML JTJH V? du Q* 


o 31. 4) Fil (31.6) ig g -— DS pne stencil 成 lozenge, HAA, Testo 
的 近 内 解法 3 [19 § 80 fa § Sl he A Aala Om TUER 2X 用 Oa. 


146 $56 feft s RH EE 
= OF /0z?0w* 表示 (参看 (031.100: 
pY i Fi i EO 6_ OF es 
BPP gy (1 QD) a (V9 8Qv*) 


H 
+ fi 


jore (FAYE -E9Q9) 十 …， (81.7) 
MET 


_ paras 075 fya 4. A’ T avrg 
A =Y HETET (V-F 409) 十 3.57 bY + 129417) 


TV --1099) Fo, (81.8) 
JTELLA V, MAS, RE 
K=4H+2X, (81.9) 
就 得 到 
1 ht a A eoe 4 
GR M+ E tagr AA, 
RS s, 18 Aue, 20 . 
+ ye (V TOR WV 与 Qa . (91.10) 


在 用 于 Laplace A V*6 —0 fy, AYLI RA K /622 ARR V? 38I A? 
Sto Ua BE OBA, X Sea In RB BE E 加 NO, KS AAA 
图 31.2 所 示 , 宅 的 stencil 如 下 : 


图 对 .3 下 的 网 点 模型 
RK, TAIR Q= 的 算 子 


-2 1 
N22: 5282 — ^ 4 | 一 2 


(31.12) 


^ 
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用 V^, Q* 展开 就 得 到 
NSRR H ar Qiv* VE q (vL), (81.18) 
N? E A, X wee PRIX: 
N2=22(H—X). (81.14) 


由 (81.9), (81.14), HEK, N? 表示 H (0:09, ， 就 得 到 
82.-82— (K — 8?) /6, DLR 52-0; — (K — N?)?/86 2, WHE, 
(81.2) 的 总 可 以 用 站 和 六 表示 如 下 : 

1 _K? K* KN? 
^. 65? E 19 (ssa 180 ) 


u Kt B KAN N* qu 
(20060 8780 ^ sor) tf (81.15) 


VA 


而 


1 
= (N*3/43) (1 —K /T22- K?/040— N?/120—---}, (31.16) 
HAR SAE RAR, Soe A EX 
Hàn K Xem. Win, WOE 
2 229 (81.17) 


1 i 
一 i 8233 ji~ uy (02-95) 十 (824-82 + Yu 92 —.…| 


TIR. EXE SS" n] A ke 
pe y, tHE) — a3 V30 3-0 Gc, y, 1) zia? -E- H6--6, 


在 此 ,如 果 全 7 三 wj 一 46, WIE 


O(a, y, iX) =ò $ H +1) 0 AlE y, 2), 


(81.18) 


148 BOR Ry Maree 
相当 于 一 亲情 形 的 (27.6), RARE K, EE 


1|14|1 
Give, y, id- 5) = es K +t)o— dia as) 4. 4l Fy t), 
Thala 
| (91.19) 


Yowell 指出 ,上 式 最 丘 的 stencil nf E135 JR fE An P inge BUE SN CR 
看 Milne [14] p. 188): 


I 
REITH Eso 
1 
! 党 1 贸 一 -| 
, A À—. — — —I 
3k OSE fe HOT SP LC ROME RE EL, Rp HS Beati 
烈 江 时 是 有 用 的 。 
(81.19) Ms Ier dx ae Fe 


m K* KN? x | 
? Nd eis) ©, 4,0) +008), (81.20 


MF ái AN? 
gs { — 1580 a) eun, Ua b), (31.21) 


d ie wT ESI SE a RS 

在 解 前 进 型 的 问题 时 用 K 也 是 可 以 的 ， 世 在 解 后 述 的 Lap- 
. lace gi Poisson ARIA LT RE X Jo Ebr f Ail (e DU Be 
算 中 出 应 当 用 五 。 
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于 让, “SRSA ON? OR EE, 

48 AF iv Hj SL REI E, SE I ERS a (28.2) 相对 
Di AY" ESE SD OS 


$92 关于 梯 图 型 方程 的 解法 


aOR Ait, PAS RD BR RES OLED FTL 
Bii PE EER AE , FBT A RD A A P(E BH [9 
IDARE. Sa, RROD BS Se 
BRA BAT SCPE, RETR DU AS ME (RU 2S 
完全 不 同 。 
考虑 求 2 ME Laplace FEREENA, BEM 
Ei 32.1 Sa HRA, Ru HIE Laplace 方程 
Vy 0, (82.1) . 
而 在 边界 T 上 到 某 些 确定 的 值 5.(0—1,2,--). HEPA 82.1 中 的 
PX DRAPE Ao BA BTS EARLS, EB dn Bb ps BD eR S 
fede DC ERER S. 代替 (32. 了 D 的 Laplace 算 子 使 用 A 
而 作为 程 | 
H (up =0 ($—1,2,--,10), (32.2) 
就 得 到 方程 组 (82.83) : | | 
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4154 — us — ty b, 十 Pio， 
— t H dta — us — la =f, 
一 ta + Ath — th. = fy -+ Ps, 
diia — us = bud At On, 
— i4 — tia FAs — tg —Wg > —0, 
— tig | —Us -- dug tti — ty =0, 
We —"Ws 十 和 wr —U, =6;, 
— Ug + dts — Uy =b; + bin, 
— Uy —Us + dtg — tio =0s, 
— t —- ti 二 un =De H’. 
(32.3) 
在 此 分 
4-1 0 6-1 0 0 060 0 0 
—1 4-1 0 0-1 0 Q0 0 0 
00-i 4 90 6 0-1 0 0 0 
0 0 0 4-1 0 0 0 0 0 
-1 0 O-1 4-1 0-1 0 OQ 
Hz (82.4) 
0-1 0 0-1 4-1 0-1 0 
0 0—-1 0 0-1 4 0 O0 —1 
0 o 0 0—1 0 0 4-1 0 
O0 0 QU 0 O-1 0-1 4-1 
0 0 O0 0 0 20-1 0-1 4 
fa 
Hit — b. (32.5) 


Jeh u È Wu (G=1,2,-,10) HRI, OB 
(82.3) He. 
在 Poisson 方程 
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V*iu- ple, y) . (82.6) 
的 情形 , (82.5) lai 5b Pee ole, y) 在 省 个 网 点 上 的 值 。 

SPE, 问题 就 归结 为 解 关于 u RR, ao AEE 
Tib, fepe b 的 值 而 求解 , 痢 么 求 出 H pukknps cf 
ey, (Ae, 用 手工 计算 时 常用 松弛 法 ,而 赴 闪 部 网 点 数 n 
很 天 需 用 机 械 计算 时 , Be AA AL 个 过 次 逼近 法 。 
为 此 , 需要 知道 APE Pe, EREE. Fin aS abe 
AE Pep, APEN : 

1. Ap BRFSS b, 而 只 依赖 于 区 域 D 内 以 及 边 
BI ERAREMA Ao 

2. Xnps H 是 对 称 的 。 

3. snl H 的 特征 值 关 于 和 ==4 ROME, Bn, 如 果 A, E'ER 
一 个 特征 值 ， 那么 ，8 一 入 也 是 它 交 一 个 特征 值 。 由 此 推出 ， 如果 
内 部 网 点 的 个 数 是 奇数 ,那么 4 是 一 个 特征 值 。 而 且 ,一 切 特 征 值 
A 都 在 0<A<8 的 范围 内 。 

4. H| +0, ALS dm, 吾 是 正规 的 。 

这 些 事实 在 用 机 械 计 算 进 行 尘 代 而 求解 时 , - 可 以 加 快 解 的 收 
Sit: AURORE mpSOH K 也 可 以 得 到 和 (32. 男 形式 相间 的 式 
+, SEN TAA Be A, 也 有 与 AAS yee, 
Anvil, 但 K 最 好 不 直接 用 于 提高 精确 度 , MATEA. AT is 
高 精确 度 , 可 以 把 步 长 糖 小 而 仍 用 算 子 H 是 适宜 的 。 | 

DOF Sts A, FOES ELE § 8 hoa e 
立方 程 的 解法 是 相同 的 。 | 

S642 Poisson 方程 在 网 点 G, 办 GeBdRGEDRUUIPERBEERRA: 

dat; — peg i — Hi pex 7 141, uia IP. (32.1) 
— od eeu RN hice A 


H = T 15d, Wage tag Fy t kaput . (32.5) 
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WEERA T H HR BB T E. m BH «eigen Bs xcaufü eae 
AR. 4d Se Rz PSE Lt TRAE ERR, mAAR, 
RE— PA PEATE AU A at, FAERIE TLRS, 

fer binkie H8 A TA aC RAB El ODER 
人 ,就 是 所 请 Richardson ittie, Bl 


wp — Luft jua ut ul? Moy. (82.9) 
这 一 无 法 是 Richardson 在 1910 年 计算 水 圾 的 应 力 时 所 用， Jp rS TATUS ER, 
HARARE. 


Ike Ras Pe — Fe LLE gt dp fi BU FH, 而 H. Lieh- 
mann® Aj ERER Aa POR GEIR, XE kh, 
ELEM RO AE, Saya mies Bee SGT. 
FERCH Ae Ay VUE ARIS I. MAER, mE eS 
TU ws, 541 59285 Gc) 近似值 ;那么 wy 的 第 e+ SAR pte d 
ies cor 

UO TLD + MP Eu ru. Ry}, (82.10) 


例如 ,如果 在 图 33. rp. PEU eB BAP ETT IB Aa EE A 2 BST 
时 ， BERETA LA, ROLES Riehardson Hik WR 
SOIR ET, “FARK BAIS 28.488 于 可 以 把 计算 机 中 的 存储 逐步 代 
以 新 得 到 HB 人 慎 * 反 而 是 便 了 机 倒 计 算 的 。 

这 一 方法 作为 方程 组 的 解法 来 说 ,就 是 Gauss-Seidel 方法 (14 £D, 

Aix. FER RAPER AI ER eae Bie. Pita, 关于 
DOULA ph. gh ERAS Ex (h Rea, EUS al p SS}, g 等 
分 了 的 情形 ) sae I A r t fen E rem EJI N, HA ERA 

s= /| | - los} (cos = = ++ cos zy. (82.18) 
AA py 4 ATI (82.11) nt N ar RS 
Nene p? t+ 94) 3r (In lio f/x, 


@ H. Liebhmann: Sitz, bayer. Akad, Wiss, Math. -Phys. Klasse 3 sis), 


pp. 385.416, X H.Hm i19] F pp. 56-100, 
© S.P. Frankel: Math. Tables and Other Aids to Comput., 4 (1950), 


pp. 05— 75. 
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Exit, AnigRiB R Bm. N NC AC RE, MBAR GB T Sr LA 
^7? py HARER TREO ETAT 001 RAIS, AEL EN tE Lea 
TiduiTiETRUDEBU. 2p D ÉEDBIXXIHES.IETEOS ee ne SPE re 

作 沪 这 些 方 和 法 之 一 EP eae Liebmaun Are, GRATES AA 
SPP RTA IR OK Bug [BLU 5 v IAEA) E. L. Wachspress Bid 
TE. gee Liebmann peers, Ub secelerated Liebtnann 74 
或 extrapolated Liebinanu p Dh, QAR Liebmann 4 y7AR LAA 
uj"? 和 ul AYRE, BS% (residual) | 


1 " ! | 
RP AMR Pe AY PuphggHpyac ey wp 82.12) 


Tad 
i? = + RP, (82.18) 
Dott Liebmann Zr HI ERECTA Ex a REELI I 
ulti —quf? Eam. (32.14) 
X HA 
a-2(1 4v 1—232)2 (32.18) 
时 收押 得 最 快 ,其 中 a, 是 把 (82.8) RIA | 
w= Lu + Z hip (32.16) 


的 形状 时 给 陈 L BSREAU HERB. aod LR. 也 就 是 因 问题 而 异 , 但 一 
ARK 4 liad, 竺 出 是 ， Ar a=, Dp IER REA Liebmann 方法 。 (am 
2 gti. RAE Liebman: 方法 的 优越 性 ,为 了 确定 适当 的 ay 成 
HARSHER Any (HEAR HEBER 2, BRE, RERIG E EDU A 
T. 

hy BOE IPI ER FUR. 以 及 作 气 象 的 数值 预报 等 需要 很 
多 网 点 的 情形 是 极其 有 用 的 。 i 


B BUE R35 DUE! BÉ Ind o 
AY sex — [8] 8B Bx) Aug 32.1 BaF Pee A A a E 
Seat, WATCHES, wa 82.2 所 示 把 网 格 进一步 多 分 。 


(9 Jierative methods for solving elliptictype differential equations with 


application to two-space-dimansion multi-group analysis, RA PL-1333(Enolls 
Atomic Power Laboratory), 1855, 


154 CR Ra TR RARE: 


B | bi *R FEES AST HH EE Ex by b, = 
UC 王 的 值 的 程序 如 下 : 
AL +- 


B a 
sr, 


i. 
a (ty + 53) y 


Ee -一 7-— m m 


DE TE ERE EX -.-1-. E----- ila. 1 
A A S P O tad : uy = + bit Bat Dia) , 
| i I i ) à 
OP MB 1 
t Uam -5 Gh +532) 5 Ut 
bu S AÁ 
mt 82.2 DPR £8 Budd] X, HL 


用 松 屯 法 或 其 他 大法 计算 如， 


tiny vos WE] 24. tig y AS Be ae EMI, We ax Hoi 3 ABE HH . 


E, EMELETI us, tr to cn. 最 后 以 这 些 值 为 基础 用 梳 
弛 法 等 求 在 各 网 点 上 的 值 。 

这 样 进行 计算 时 , 一 般 说 来 ; PC BIS RE, 这 些 点 上 的 值 对 
于 内 部 的 影响 越 小 ,因此 , us 以下 的 人 的 变 北 不 大 。 - 

上 让 的 程序 不 仅 可 用 了 于 边界 附近 ， 在 用 较 粗 的 网 格 进 行 计 算 
后 ,为 了 提高 精确 度 , 对 于 内 部 的 两 虚 得 可 已 适用 。 

上 面 所 说 的 是 网 点 正好 在 边界 上 的 情形 ， 忆 在 曲 辜 过 界 的 情 
JE, SOR ALL, 此 时 , 对 于 在 边界 附近 的 点 的 Laplace 
OCF WE VISE AULA PPB, (RR a oe hi 
HELTRE, XEXCRPMDU, AEEA 2D LAE SUE E 
还 是 比较 好 的 。 

关于 网 格 的 形状 , 也 有 试图 用 正 3 角 彤 网 或 正 6 foe. 
还 有 , 对 于 不 是 Ge, v) 玉 面 上 而 是 轴 对 称 的 问题 也 有 用 图 柱 坐标 
(r, D 的 网 略 的 尝试 参 。 


加 ”人 坊 如 本 坟 书 4 竹 委 方程 的 近似 解法 ?$31 或 Kunz [8] 538127, 
Q G. Shortley 5g: Journ. of App. Phys.,18 (1947), pp. 118—123, 


$88 Poisson WA £E FETTE eee 155 


$93 Poisson HARA IE QUE POETE 


LA Pau IAAP RA., ERRER LIKE BT 
PERAR Es ae BR RRP (relaxation method) 的 例子 。 
il GUSADTGEJEGJEDGEPSBU Poisson WARE: 
V=—-2 (—li«sxi, Aye, 
TEi(c--l$) s—l.k "=ü, | 
ETIR APEH EEH PRR -o 


JR EARCH Au (32. 5) INE E FEE) 
Hu = — 2h’, (83.2) 
dup h RAK. UTR (33.2). 
首先 叙述 一 下 大 体 的 程序 。 
程序 工 HAASE, 边界 佳 等 尽 可 能 地 利用 对 称 性 疲 少 必 
需 的 网 点 个 数 。 
程序 2 普 先 用 较 想 的 网 格 求 出 在 各 网 点 的 最 补 的 估计 值 。 
这 些 佑 亦 值 可 以 由 边界 值 按 简 单 的 比例 关系 求 出 。 
程序 2 如 果 较 和 粗 岗 格 的 网 虚数 匠 为 3~4 个 , 那么 用 通常 的 
消去 法 解 Hu—b (AAt ED (33.2)), 就 得 到 在 较 粗 网 格 土 的 
精确 御 。 此 时 ,程序 2~4 一 下 就 完成 了 。 
程序 3 ÆW G, j) ERARE, SRE (39.2). 
gfe UD UPR REA Ry, FEAR ete 
Ay = Vian, pty, ga TU- jT j- —4wu,1- 24. (88.3) 
(fe Laplace ARATE AHA 24^ —318,) We R pati io A 
mp boy (SRA 83.8), 
| 程序 4 BR BREE Roxy 0 PEERAA, HOS 
&xEBj— sara R 乃至 邻近 点 网 Reese. PR 


(33.1) 


156 O32 tei RA E 


33.1 (a) 是 在 中 心 点 作 了 +1 的 校正 时 , 在 影响 所 及 的 各 点 把 R 
的 变化 记 和 外) 号 内 的 疼 示 。 


(a) WE zEny dE (2) ARMES E V PA 
33.1 - 

图 38.1(b) 是 在 处 楼 内 的 各 点 同时 作 了 +1 的 校正 时 R 的 
zd las, SFREE He BERE Dad Ub ik (block relaxa- 
Won). Xy T (ESE, ETERS JE T PR BOER, 

程序 5 decim RRIA, BIER EB u 
EIERE R= +2 以 下 的 范围 内 各 自 收 笋 于 将 个 值 , 此 时 , 关于 这 
样 大 小 的 网 格 的 计算 认为 已 经 完成 ,而 将 网 阁 藉 小 一 后 。 

程序 6 关于 季 分 后 的 网 粘 重 复 上 述 的 计算 。 | 

PEAT TF de LEIP SEB h fl (fu EKER E 
到 所 希望 的 位 数 , SRR SLI, SUR. 在 将 算 子 K 作用 
FE HREP EA e fa f ii SR HR, 
那儿 — R/20 ER ER FUA E ES P. H a 
K BEER. KERANA eet 

以 下 用 这 一 程序 计算 月 前 的 例子 。 

He h=, hE 33.2 看 出 ,依据 对 称 


性 , 只 要 在 图 中 画 有 记名 的 部 分 求 婕 就 可 LL 了。 
(RE hm 1,58 2, BER, TETLEY n RME 0.50.) 


-— 


588 Poisson WAA FH Js D EHE 157 
XCE0,1,23x 8 fe 3.2), RAR FP 


—4 2 OF fw PA 
2 —4 Js) (33.45 
0 4 —4 thy, 2 


GB GPE XT RREEVE T EE, A A RN T o) 
(33.4) 4h AD AER SR. (AA S SCR ea, RE G 
2!) 很 容易 解 得 


u,—0.5625,  sQ4:-0.3438,  u,—0.4375, (33.5) 
BRON RA DAS 3 位 作 舍 大 和 而 后 1000 prie de 
422560, u,—840,  w,—440, (88.6) 


AHA HOUSE LER AER h— I. RULEA 33.3 (n) 


OMIA, Fe(II eee odia, 扬 比 例 关 系 推出 在 其 他 点 的 值 ， 但 
{LALLA PROS ue HL He OEE eee AA R A TH 
eit, BOL BERS PRA — 85948, CO 中 的 值 是 由 以 上 的 两 种 依 利 
Hj (33.2) 求 得 的 。 最 后 就 得 到 图 33.3 0 中 网 点 下 的 预定 值 。 

- ”首先 , 以 预定 值 为 基础 求 出 R, 就 得 到 在 图 (a) PERRA ANAAL 
BIERRA HYE Rs) 。 由 此 看 出 ， 正 的 RES. Ue RE. FE 
目前 的 情形 ,对 图 中 男 有 三 线 和 笠 匀 部 分 的 整个 内 部 直行 分 块 梳 弛 ,其 校正 
M Ca 是 15, 记 入 紧 更 着 对 应 点 的 左上 注 。 由 此 产生 的 寻 差 Ri RA e RU 
EF RB, 的 上 面 。 以 下 就 关于 各 点 实行 极 弛 法 。 各 个 校 下 人 入 接 由 下 向 上 的 嘎 
PRM AR AAS LS, EPOR: LAREN R. 五 在 士 1 以 内 。 最 后 的 村 
条 是 由 预定 信和 校正 导 的 代数 和 求 得 的 ， 记 入 图 b) 网 点 的 下 方 。 图 (b) 中 
网 点 上 附 有 COO Heic ADU ESSET HR 


u~ 92.100057 a ,T1- | cos (2n+1) ZE (83.7) 
TOME. REAME 206 LAT, 

在 这 里 将 ERISA BA Ao, 5) RQ—43, Nik, REA 
43/20 2, WHILE, US K 时; 在 点 4 的 值 142 应 增 大 2 左右。 这 个 信也 
HIM EXC REAN zb. (NR SE We EO DU FERA EAS TR TR 

dini umk-—J3b42c HABE, FE es BS ee, E 
HAKARI HA E. 

L. Fox HEF MESSRS RRS , L MEE» 
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图 88.89. 


Cat IZ HORUM Gn 
i 在 每 个 点 的 “上校 下 和 
Fr a i 

Re: TEs ORS 
Hoi 最 后 的 | 


HHT HHR DA EEUU LE EZ Eas Be PA DEAD , He TCR 5; $ 28 OR Wr SE 
ARRAY. CL FXEBBSIEJPUI-T- GET: 81/2 的 情形 进行 计算 。 
SRM RE A, Huc — 24 的 式 子 是 
51, + My, pi Tdi 1,; t tij- su T 2h] + du; —0, 


(33.8) 
du; — ~ ay T m) uy tag ay EL 531) t te 


@ L. Fox: Proc. Roy. Soc., A 190 (1947), pp. 91— 55, 


$983 Poisson MF RAPA Ra AS RE 169 


FS RAS LTD wo, 21 eR wu, 28 2 RRR S09. e 8]. 
u —qui0 ui 4 gga a- 
uro ee H te poa uif T ZhA= 0, (33,9) 
MM 1 Hup t AGP =O, l 


Paka Parekh ek E Eh E kk 


FRESE, ae ALDI LAVA 5 GER RT b=0), Bu Fut (kod, 

2, …》 EDA LAS ATLAS ATE 
ui —b, wow o... mg. 

"hA EUR 1 EUN uw CO E387 se RETE DIY. IEA. AnARDRUETE 
形 的 中 心 下 一 个 网 点 ,那么 us = 500, ERRBES REA 1/2, 那么 
除去 边界 附近 的 点 外, 宫 以 作 且 差分 砂 ( 使 用 将 (33.50. AeA RS 
第 3 迟 的 植 ) 。 但 是 ,并 这 边界 附近 的 点 , 作 须 合用 和 外 搬 法 。 方 于 之 一 是 用 某 
VERTIGO AYE, SCHL, 在 边界 上 的 微分 方程 中 , CHEERS 2 ERES 
数 的 值 (在 旧部 的 情形 是 0), 因此 另 一 个 2 Wr SH fit ie Ch ABS, vn 
jk. PECAN, dede 33,1 中 用 ( ) 表示 。 例 如 ， 关于 平行 于 # MASSA 
Fi SEE u FULL 105, ’ 


ew, cuu | cu 
BU = — A000, 
Paz ys ^ x3 


eu l c 2 
" tu a ha Um Ba Orit 500, 
th PA Beste aR a E (c 
2u, = (—126) x 2+12= EM 
du, —(—188) x 2+12= —32, 


z 83.1 


160 各 4 理据 微分 万 程 的 数值 解法 


fta = (— 124—120) —12— —21, < 
4 2 OY wi /—38 | 
| 2 -4 Je (m) 
, 9 4 -4/ Xu! A—21 


Hi LEBER CH RI MARAH EE) EN 
ee 26, wie TO, wba Pl, ) 
4 = 503+ 26=599, w —314--19-- 363, u,—438+ 21 = 469, 


这 一 精 果 较 之 令 一 二 TR Res, R A ~ 
-—A. m 
[1] 用 松弛 法 进行 计算 时 ， AOR EE Ot AR 
进行 验算 。 ` 
[E32] WS RRA. ERTIES FERRED 
ER, ENA] H ak K 代 换 Y2 而 产生 的 误差 , 一 是 解 差分 方程 时 所 产生 的 误差 。 > 


关于 这 些 问题 请 参看 Milne [14] p: 210, 又, 关于 用 差分 近似 解 达 界 值 开 是 
时 的 稳定 性 , 收 短 性 ,误差 佑 计 的 理论 在 [19] 8 37 DOP INR 


EMI ACE BETA 


$34 $3 4r fib A HE 


ELE E fh FOR SIR SEA ERG FUER POE 
ARAM RCT, BLAS RFR MEME TE HRI HHEBUEG S 
BERAR E, KAREE SR ADR AIC DR Ae He de ct f m 
做 特征 值 (eigenvalue), LER Si TAM RES, 在 
FBS CTA RLV TE, SVE Sey SEXT PTE (BRT, , d EAR 
PAD TEM BEE GUT RE, Di QUOS RE BU R AER ER 
RANVIER. IHE ERRIETARA A JUS e BRE PARED 
Hi ea Rn BR Hed TREE. A, PX TREES ro 
iE fik PB, TT Amr Ft BA SB BPP 


fl 求 如 图 94.1 所 示 的 拉 昌 震动 骤 的 振动 数 及 振动 态 式 。 
| CDS EEUB BERE By I, 21, AT, Wu 

THOR EE Ay 4e. 2k. hy E EEDA fe fi 
A ty, a 034, FH Cz XI, BAR RY 
IB BA ELA 


d20, 


"ui = dis — 2h (65 — 81) , 


—i 


8 _ 
di 


Q1 899 
— 3i i 
dia 


— 9] Zi (a By) — (8S — 84). 


= (Py — 04) a 
(34.1) Hj 34.1 


假定 振动 的 形 状 是 fir sin (ot + 9) (2. RRM, co df 
ink, o GOXUBHED 302. (84.1) SORS 
Ax -—-ABx, (34.2) 


162 Se? et RE GE ALE] ER S ee: 


6 —9 0 100 
A-|-2 3 -1]|, B-lo20], 
| 0 -1 1 00 4 


A 
| Ta ) (84.8) 
Ta 
其 中 A—IoGUE. 


在 通常 出 更 的 工程 或 屹 理学 问题 中 ,如 上 全 中 那样 , A, BE 
是 对 称 的 , 而 有 旦 至少 其 中 之 一 是 正定 形式 。 SER BRE 
型 的 例子 。 HER BARR, We B ! 存在 ， 因 而 可 以 招 
(34.2) WF ue 
Hx —2a, ° (84.4) 


其 中 
H= BA, 
在 目前 的 情形 ,可 以 简单 地 求 得 下 为 
6 —42 J 
s 3/2 a] (34.5) 
0 —1/4 1/4 


IB E ,3e— RHBE , RH BY n, MZ BIA, 需要 作 大 
物 相 当 于 o? 欢 乘法 的 计算 ,这 不 是 很 容易 的 。 而 且 , 这 里 HER 
不 是 对 称 的 了 。 从 104 .2 或 44. 和 4 的 形状 者 碟 ,， 这 是 得 陆 的 尾 征 
值 问 题 由 。 这 样 的 齐 刀 方程 粗 具 有 非 雾 解 € 的 必要 条 件 是 
'AB—A|-—0, (34.6) 
或 
D(X) = [MH] =0, (84.7) 
ERAR (34.6) gi (84.7) WA, REBT AM n REBAR, 
(— 0 ES SHAE MAR MET EE —. 


| | 835 直接 方法 . 16 
3E ay du 3x RUE aede fi 5 f Lade dog P6 n d B FO (aro AR A 
A BY EM EXS XX PST oe BA T BBDODERES, PURGE A EC ix ES 
值 时 , Wise a FERE Of. EX A RERE, "Oggi o 就 是 特 


fit IR] dt (eigenvector) 。 
CRAB EF 4.7) tT FUSS Sl 
AB— (31/4) 233 - (85/434 —1--0, (34.8) 
a ASAE, BIUERDE fi E 
Ap20.128716, 24-1.212180, 和 一 6.409098 (34.9) 


(由 直 就 可 六 得 到 振动 数 )。 对 应 的 特征 向 量 ， 可 以 对 每 个 % STE QE 
— H) 中 沫 一 行 的 倪 因 子 沁 有 间 有 同比 而 求 得 各 下; 


0.16525 0.41772 1.000000 
«rms , x,-| 1.000000], x,—| —0.204549 |. (34.10) 
1.000000 — 0. 259825 0.008302 


TES AES EE RADI EE FH, x, AUST ART F 4 CBE 3 25 7 PBR 
BS IB BC RA HEEL Hz CHE] 34. 1 05) ) , 


象 在 本 例 中 这 样 ,nm RETR , CHE BU AS fp PAESE 


IRAM SEHR ABUS JJ [Hay n 等 于 4;5 或 6 就 不 那么 容易 了 。 


本 章 的 自 的 就 在 于 误 明 儿 个 当 % 的 值 很 大 时 也 能 用 机 械 进行 计算 
的 方法 。 0 

求 短 陈 的 特征 值 ,特征 向 量 的 方法 ,大 体 上 可 分 为 两 种 。 一 种 
是 如 上 画 所 作 的 那样 ,化 成 (34.6) 或 (384.7) 的 形状 面 后 展开 ,导出 
特征 方程 的 直接 方法 。 其 中 的 展开 法 又 有 好 儿 种 。 IAE, xk 
者 把 盐 解 向 量 法 次 代入 而 进行 履 善 ， 或 者 改善 答 障 使 它 对 角 塘 化 
的 间接 方法 。 


835 HR A 
PE iBgRRSU D(A): A-H | BER, Pe A Be BAN 


Zi RAR MRE EAE, Bdmj— PA 8] ORGS a RE 


164 HTE 0 FERE TEL C A EHE 


fi. BOICMIA EHE. RB AY IBM 602A 计算 
穿孔 机 也 能 容易 地 进行 的 Frame Jr Hi, 
原理 请 参看 Dwyer[1] p. 225, ZERA. 
3m (BA DERI IER 
DA) =A" emi gA emn, Ae, =0, (85.1) 
由 于 AI-H BERIETE A 的 次 数 不 高 于 人 n 一 了 ,因此 
C (A) zxad] AL~ HD) 
me OTD OO cb EOE te 4. (895.2) 
PERIPE ey 是 未 定 系数 而 天 BoA, ee ATP) 


FF Rv Pa he FR: 
HQ, cy =trace (HE =trace (H), 
H.—HH,—cl, ca~ trac HA) : 2, 
H= HH,—co,I, | c4—iraco (HH) /3, EE 
(30.3) 


"B*ur"urR. . hA. Bp  — . — "984 àB8 HR 3g 


,FHdbd-4»h5& — 0 | [TTD 


其 中 trace (HHV oS ARE HH, Ph, 8n der IHS, 
DE ”以 下 按照 公式 (35.3) 展开 前 面 的 例子 。 


“3,1 81 
acra tp 
H 
G x 2 Q 
H,=HH,—cI=| -1 3.3 -1 
0 .1 1.81 
4 4 4 
Fi 
_f _ 2 1 
d^ Sp Tg f 
1 l 
ü -一 一 一 
4 A 


üC 


$430 qu fi F Æ 165 


17 1 
“> 5 l 
7 1 | 29 
H H4,-— T - EN 3 3 
1 3o Le 
d a 4 
1; 329 7 35 
trace HH,—--7-—.-— — nc 
tee HE HETTa UR à a 
_ 36 
Ca 一 d m 


HERH H 而 作 WH, BSE) HH, =I, SC. iraceH HaQ-—23, g=], 
四 此 再 :一 4 这 起 了 验算 的 作用 。 
HD ER EIRE 
31 do 


Ej Bir EEG (34. 8) ARE] 92 
C (A) —A3H y+ +H, 


2 -- r ' I — i 
== — I * ，- 5 à —. 1 1 
一 一 F Ab E d A, Tu - Ars k D. d) 
1 1 3 ., Iš 
4 gt tg Mop are 


在 此 代入 Xp, ri FERRIE ARRIER HEH te PURER EOE et x, 的 分 量 之 比 。 P 
Hi 对 于 347-6, 409098, 


0.250000 -0.102274 0.008302 

"a8 35— FO Eee FAIS] AY SA — PAE, nj Bg (34.10) Ba Re 
Hia HULA EL. Frame AREA CO) RRM BARA. 

直接 方法 中 ,除了 Frame Fikih, 还 有 间接 展开 法 、 trace 7h 

或 Hessenberg Aut, 其 中 除 Hessenberg 方法 只 需要 比例 于 

a^ ARREA EAR EAS a^ 的 计算 量 , 当 n BSEC 

大 时 即 成 为 万 大 的 计算 晤 (这 些 放 算 量 当然 都 不 包含 和 解 代数 : 太 程 


39.L[10616 — —12.318196 1.000000 
C(6.409098) =| —6.169098 2.519675  —0.204549 } 
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的 计算 在 内 )。 


$36 5X 1t zk(D 


3k E UR IO EC EI EE A REE, xc He, 
NU XX rds of DET ERR At sal BT XE DV" ERIS 
征 值 。 但 其 他 的 特征 值 、 特征 向 量 必须 另外 利用 特征 向 量 的 正 交 
性 等 性 质 吉 能 求 得 。 虽 然 如 此 ,操作 却 比 磁 简 单 ,用 TIBM602A gr 
算 穿 孔 机 一 -类 的 证 算 机 就 可 以 进行 计算 。 这 上 方法 的 理 芥 是 比较 古 
典 的 ，1885 ÆR h H. A. Schwarz GH, AFI EWS. 
sory iy SSE BLE 
gh (84.4) AXE ELE, ERAH 30m EHE 作用 于 
特征 向 量 or Pak EAST: n di r SO ei (ETE 
ffi.) RUA, AHL RE or He H 作用 于 试 解 向 量 o, MEREU 
与 vo 是 不 同 的 , Vo 与 t. 的 各 分 时 之 间 也 没有 一 E IER, 
为 了 郑 察 迁 一 比例 关 和 柔 ， 在 一 开始 时 就 谭 €» WEE AZ 1, 然 
HEHA A, 使 €. 的 对 应 分 量 也 等 于 1t。 其 次 , 再 把 H 作用 于 
gi, RHE es, See Af FM, PRA RET. 
饮 4 94.0 e Eua 
a m= (Ll, 0,09", FEER SK FRI Aa PE AR 
Ho, =6(1, —1/8, 0’, 
Ho, =6.393 (1, —0.1974, 0.0066)", 
Hw, =6.3947 (1, —0, 2032, 0.0080)', 
Het, =6.4064 (1, —0. 2043, 6.0082)’, (36.1) 
Hu,—6.4986(1, —0.2045, 0. 0083) ', 
Hi - 6.4090 (1, —0.2045, 0.0088) ', 
Hy,==6.4091(1, —0, 20455, 0.00830), ! 
这 样 ， 相 者 接 的 9 She IDJLESERT—— ài 06.4091, kee T sm 
ORM CELE Aa. MAAR E o BUSLTGA4.30)PA xí, | LAIR 
gi RI EAT RRB Fo 


* 


$96 i3& 4€ HELD | 167 
RRR EEHEHE. Evo 可 以 展开 成 
vo =>) ex. (36.2) 
HA. 
v= Huc GAE, 


t4,— HU 一 $1 e22g 
a i pa peepee ds (86.3) 


TEET eh 


n 
v, = Hv, 4 -2i CASH, 


HUE 37 HL RE A EE BEN LHM, 
[H SE Xu E az dg Ry An 了 而 县 DA a Ag< tt has TL2E 
c4 7 0, Bz 


n=l s XXE 
neoane Ure) — eno 
了 一 rt T 


FA A/A] c3 (js) ， 因 此, MEA CAI, sk 
中 求 和 的 项 (之 TRO ae, 项 比较 起 来 可 及 忽略 不 计 。 PDE BT Ri v. 
与 Vr-1 的 分 量 之 比 向 jn 收 化 ,而且 Uy chi ns Po f 

这 样 就 可 以 看 到 , 在 选 代 法 中 , 逐次 得 到 的 向 量 序列 , 向 对 应 
于 最 大 特征 值 的 特征 向 量 gp, WB. SBR, 当 [5/6s| Ge), 
Ain] GAO REED EEKE REAA kiho 
前 者 表示 , MEIN vo RCHTBEXUBEUE oc, 的 形状 , WS A do 
陈 的 性 质 决定 。 如 果 在 Vo 的 表示 式 (36.2) PRE c, 0,02, 288 0i 
上 应 成 在 m 的 其 葡 得 到 最 大 特征 值 ,但 在 实际 上 , AFR AE 
Jg , de, 的 分 量 仍然 微小 地 出 现 ,而 后 逐步 扩大 , 粘 果 仍 向 ac, 收效 。 
在 振 汉 或 起 曲 半 是 中 , 考 央 到 可 能 发 生 振动 或 形变 的 形式 ,而 选取 
与 此 接近 的 vo 就 可 以 了 。 本 例 中 的 to 也 就 是 由 这 种 考 虞 选取 的 。 

关于 |/ 和 | HFEA ETAR, 很 难 予以 左右 ,但 各 
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SSAA) REEF 1/10 左右 ;那么 ,每 一 次 代入 可 以 提高 精确 度 
1 和 位 左 硬 , 但 如 泛 上 比值 接近 于 工 , ORE RB XI HU. 
A? 等 的 特征 值 而 用 差 务 法 求解 也 是 一 个 友 法 , 5 eek, 用 
- PER FARRIS SATS ak C PO 或 其 他 谋 法 要 更 好 一 ' 些 。 

在 振动 半 题 中 , 要求 :的 最 小 值 GR RR. Ei, RER 
1/A OAR REEL PIE, BE 

H= 17x, (36. 5) 

HABAR AA RMR. H 可 以 作为 H WT RAB, 但 在 
THR rh AHA ch AREAL DEL Ri o | 

fA? ZERDRPAUA CE OTD) p RPE PE PE 2o il SR ERU RAS iT 
这 样 得 到 的 


1 1 
a pw LY. 
Ha-| 4 = 3 | (36.6) 
l 3 
* z ? 


EE m= (0, 0, D' 而 开始 计算 ;在 第 3~6 RA oT BSRER: 
H 70,4 —7.759 (0. 1650, 0,4845, 1.0000), 
H-1p»,=7.765 (0.1652, 0.4851, 1.0000), 

Hv, =7.763906 (0. 185254, 0.485127, 1.000000)", 
H-ly, =7 769004 (0.165258, 0.485134, 1.000000)", 


式 由 的 向量 与 x. SLES — BG 1/7. 76900 c0. 128717 BEF A4. 
dn LATE, AIER RERAN RE, EX Taraa A AS 
fir B3 2E. j 


897 FARRAR 


RRA RME S Ro) HERE DSM REE, AAIE 
A PESE BEAT AFA KE Ae REA 


1) MREZA E 
DE 在 834 的 例 中 计算 æ; Bas, 


(36 T) 


A 


r^ 
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利用 (84.3), (34.10) 458) j 


1 0 Ù O. 165251 
at, Baty = (1.09000, —0. 204648, 0.005302) o 2 Ù Jos 
“Oo Ü 4 1.060000; 
ei. (37. Ù 
xx dieu PIEH E X. 与 ws ATIRE B EEY., — ea 
3k. EETA ARREA DIE Fa Ba 37 ERA 
w: Bæ;=0 ($37) (87.2) 
Bo, CARRER, a AEE Se SRE CST. 2) He tn 所 得 的 
式 子 和 He; =i, A Dee a, DY ale 
HER RE oy PSP ys 230, ee?) YE (7.1) PRM SE x; 得 到 
zi? — 0. 40909824 0. 03328829? — n. (or. a} 


由 此 将 ey? 用 ay". y 发 孙 出 而 代入 Heia 的 oy? 得 到 


1. 0909022 — 0, 46671202 — 9.22), (87.4) 
—0.25 AP 40.25 a AD. 
TH (37.4) BUR PE ee 
( 1.090902  —0.4566712 
— 0.25 0.25 
MESIZATUNERBIDL Y. Ra ve = C1, OD MOSSE i 488 
1.90902 1.19786 1.210888 


(^ ( 1.0 \ | 1.0 ) | 1.0 
o/° V—0,22017 / X—0.25834 / \_0. 259459 ) 


1.211955 1.212150 


1.0 1.0 
(Lo zoron ) (_ esosoe ). 
Fy: fal Be EO EA BE ee ary SS PRET a RAP RETE 2 f£ 
THE Ae. MOAT) RIP EAT xe 的 第 2, GEO She oP faa’, RT 
1 分 量 ai, MEA H (87.3) 求 得 如 下 : 
aj? —) 409098 11.0) — 0.088288 ( -- 0, 259826) 2:0. 417747, 


0. 454588? — 0. 19972822 — Aa. | 


Ho 
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x — 0, 408098272" -- 0. 03328824 —0, | (37.5) 
0. 417747247 -- 2x(0 — 1,039304 r0 — 0, un 
由 此 将 ni, xy FH oo Peon TRE 
* =O. 165168289, af — 0. 485149219, (37.6) 


这 些 值 与 田 (34.10) AAA ex SLPS, 

CA PEAY GUA LE, FI TEBE ERE RTE R BRAGS FB, pe 
FRA RA RIE EEE. Alle, Zea aR ment, eT 
特征 癌 量 的 分 量 计 算 到 所 需要 的 精确 度 以 上 。 从 而 , FARCE 
求 与 最 大 特征 值 邻 接 的 1~2 个 特征 值 , 或 求 与 最 小 特征 值 邻接 的 
1~2 个 特征 值 ， 以 及 对 应 的 特征 商量 时 是 可 以 使 用 的 , 但 如 用 于 
进一步 的 求解 ,其 计算 就 起 来 越 困难 了 。 | 

2) FASS Athy T S 

这 方法 是 用 短 障 HSA py ATE MAK, JE 
原理 加 下 。 

在 (34. 少 的 两 边 由 左 方 作用 H 得 到 

H?x—2AHc-2i. 
这 样 反 复 进 行 下 去 得 到 
= (k=l, 2,9). (87.7) 


这 样 得 到 的 H* 的 特征 向 量 与 豆 的 特征 向 量 相同 ,而 其 特征 储 是 
所 的 对 应 特征 秆 的 上 次 军 。 对 于 多 项 式 a H*--- tay Wat M 
T BBA GER 

(ay H* Hd B= (aA ++ -aA Hao 7.8) 
Er, GUATE BEREH H 的 特征 向 量 是 相同 的 ,但 特征 
值 是 由 A 的 对 应 特征 值 的 多 项 式 构成 的 。 由 此 ,作出 在 所 求 的 特 
征 值 处 取得 机 大 慎 的 多 项 式 ， 就 可 以 使 这 特征 值 转 化 为 最 大 特征 


qucm) 
" wo Hm 
. at | 一 三 
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HO, H-rFit--HBuBu TURAE Ha, 
el FH SX ea i PU 279 RE SE SR DE mf Be PL ey usw RAINER vb TREE f. H 
— 4f Umi. 8 RELEE X= — 3.853, 5 889840 3.2 0.128716 — 4 
= 3.871284 FISK. FH Cad G D «0.72 HA SURE 
sre FE, 

SOK ii Se . FA TE RR eR stb CPR § 89 A 2) Se aa EE ER 
RO RIME 5 ae AR SS x:m0.13, age 6.4, JEA, PELAR 
hy Ry SI 

Pt) = (A—0. 13) (4 —6.4) =A7—-6,544+0, 532 
By PC), YT R aR HS Ag #0 Ag, RABe ETRIE TXT Aa BER 
的 性 征 值 。 将 了 G2 BN IKE 


PG) = 和 -一 a +2, = (37.9) 


sh FR, PCH) BABA 


— a — Pd 12 
P(H) =H? -H+ [s -54.5 28.5 ) (37.10) 
3 14.25 一 了 ,2 
FER FE vy = (0, 1, D) MATRIS KEDE A ief 
— 66.91835 (0. 417725, 1.000000, —0.250825)', 
收 钱 得 比较 快 。 倒 所 得 的 特征 秆 一 66.91835 等 于 (37.9) 就 可 以 求 出 原来 的 
^, (DS 控 用 于 已 求 得 的 苇 征 向 量 而 取 省 分 量 的 比 , 或 者 用 后 这 的 
Rayleigh GAMA DAR. 
<A RU SUC, REE Anc fl EO def, A 
ZEE AES TAS AEA EAA, EAT HH JE ROMPE f D 
KHER, ZA So eee iia, HI EARS aaa RIT HK 
予以 估计 ,也 可 以 用 3589 所 还 的 松弛 法 等 进行 估计 。 


$38 35 1V (2) 
$ 36 ERE A ee, TEAR, 


— 


| € W. M. Kincaid: Quart. Appl. Math., 5, pp. 820-346 (1947): L. F 
Richardson: Trans. Roy. Soc. (London), A 242. pp. 489-491 (1950), 
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MBA C. Lanezos WHEIJHBSgZHEO8 WH DORSET, CA 
法 与 前 渤 内 选 代 法 不 同 , SERCÉBERSE, BI e zB CBee dr A REO Bei 
APOGEE, OPTRA AIP SEM EE (OD 中 想法 的 基础 ， 
HERRE v 逐步 改善 使 它们 相互 自 交 。 

agi Ax—ABxr, FH —B-A BRE, Weed v dféEXISS—— AES 
量 ,而 计算 出 | 

v;—Ht,;, (38.1) 

dz $ 36 Base feo B PL FCB of HHE vi DK Hos, fork OBST, A 
取 和 o “B-E Ze" tre] dl 


Vy =O) 2405, (38.2) 
de= (o BOD ^ (v9 Buy) (88.8) 
作为 my, HRA | 
v,— Hv, (38.4) 
得 到 的 of 作成 与 voc e, B-E By et 
D;— Ug — 0314 — Ayty, (38.5) 
= (bBo) (0 Bey), fai (bp BoD) /vn Boy. (38.6) 
这 梯 下去， 就 可 以 作成 相互 BIE ZRH e 个 向 量 vo Pucca eua. MER 
Th AE 
of = H Yis 


EN n 
b=; US 30D, _-1 — Pi gU... (38 T) 
EN F n “oF T i 
Qi .4— (b; 13Bb,) / io, 4Bp,. >, 


F * rv Jp ` 
Pia (t. Dt; Ie (v; SBv; sa) * 


HARRER n PARLIER y AE, A FARA RIERA XE es ELO, 
FABIA ATS ae: 


py(H)=f, 

PtH) va = (A+ oo = vy, 

Py CAP) pp = | CH -aD py OH) — Ape) = 02, (38. 8) 
ttt 

pH) n, 一 —v,-—U, 


AIRE 2X HQ. BAPE FIN RD: 


— -r L — e e —  — = T — m m 


@ ©. Lanczos: J. Res. Nat. Bur. Standarde 45, pp. 255.282 (1950). 


f 


$39 Rayleigh Ajit Hb zz MH RU n JH ATS 
P9123 =, 
By (A) 一 和 一 Go 
Polar nt CA — Aa) CA) — Baba (AD . 
13(2.) — (X — a5) Bà 0X) — Aa tad 4 


(38.0) 


Qa m (Aa py (92 — Buca paco (A) —U, 
fe — SORE AT oR Ee RHEA Eo 
— Psa ATES, M es 1,9, 0)', 
vi = Ho,= (6, —1,0)', 
a= (1, 0, 0)'R(6, —1, 95/0, 0, 0) 4, 0, 02 =b, 
v =v — Met = (0, —1, OF, 
u= Ho, = (2, —1.5, 0.25) | 
PAP Fe 90 FA 48 ARP SR Gg 
ay=3/2=1.5, 8,—2/1—2, 
w= (0, 0, 0.25), w= (0, —0.125, 0.0625), 
ty. 25,  8,—0.125, 
由 此 村 得 = pela) = (A—-1,5) G6) —2, 
p (A) = (4 — 0.25) (0,-1.5) G— 6) — 21 0125 (2 — 8) 
—A8-- (81/4) 47+ (35/4) 4 — 1, 
Hd bs 人 HEART RAPE D E, 
.Li&Gui[ER. do PR RES ate iy dtt (13/2) m —n/2 2c. W 
FAAS Se. TEA Ee Te ie ee RE Ae ME, 
Leet EAA 75 RA d pe GOR Te RT ERE 
RA A TIAT RHEE. BREA, Be eA PUE. HAEA 
Fat GTAP EA SEER, BBR MAO, 


$39 Rayleigh 商 以 及 其 他 定理 的 应 用 


FEATS, Blt AS AAAS Eik SE i FAL» $ 69, $70 PW 
APU RATE Fe HI 9 . 


-- 


© k. T. Gregory: Math. Tables and Other Aids to Computation, T, 
pp. $15 220 (i953), x, Crandall fil], pp. 118—123, 
SNR MA aa RENEE $24. 
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1) Rayleigh 商 76 (84.2) BUB XL Ac a, BA 解 出 得 到 
A= (x Aa) | (a Ba), (39.1) 
如 时 x ATE ee, WA (89. 1) ae SOM ES. Aug 
FOBHREUE IPIE 3 SCR E v 作成 同样 形状 的 式 子 
Án (tAv) / (t Bo), (89.2) 
称 之 为 Rayleigh pH, =] € TERME ile x MERER Aa HX NEG 
(i, KERANA ERE, — ESE, A: dS ERES BS ES 
Se, 4B An R3 3i EAE Tg Rie ta, Ua, c, Un HY LAA Gatt 
TE uty TE Ay AE Eo, BRR BE BT OR PAI E K F 
(Say +, G0 ASHE EBL A, “eR ap E EO EREE 
ay kat COL] ox ee ICH MI» § 69), 
DUI (86.7) 04 €,, 4 v= (0.165, 0.485, 1.00) TEFL A (39.2) ,得 到 
Ag=0. 1287165, 


5j dz (34.9) ARR eA Re OS, FR d (36.1) 85 e, 3 (1.000, 
— (0.290, 0.008) , 就 得 到 


Ap =6.4089, 
大 休 上 等 子 再 进行 2~3 dede Us MEINE, 
”这 一 用 Rayleigh 部 求 特征 人 条 的 近 伺 值 的 方法 ， 在 振动 问题 
dus PST Pa A HS c 
2) 包含 定理 (Einschliegungssatz) 0 在 (34.4) rp e d x 
(LA SC nae ©, we 
h = A (k—i,2,--,n), . (89.8) 
设 Ty fy (PORN) BRAMA Las Goins MA, EA 
inm 


hia S AS Tk (89.4) 


QG Collatz [9], p. 259, 


"Ww 
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的 特征 值 E. AAEH EA ee, AndE SPE EE 
w; — BH, BATH h 者 等 于 Ay, 

iX —5E BEE S BAUT A FAE e aE E 
时 是 有 用 的 。 

ie FRIAR. Æ 8 34 AB, H (39.3) TASE d 如下; 


6r. 一 Ata —Ht4, 


-a n ty = [Qt 
17 py Ya GPa tates (39.5) 


I 1 
一 下 Ust Va = iatis. 


其 中 = (ts 3 Uy), 

Fri p EAE CA RSET aT, AEATEJH 0, (AI, 2, 3) 
EXWEHPHINE Te. 32 89.1 By LEE RHR vy GORE doy 的 Cv BED 
plin BS 1 119338 BG v, HI L ET. au 增加 G, 747, 增加 一 二 7,0, 增加 0， 下 
面 的 表 是 实际 进行 了 松弛 法 的 例子 ;最 上 边 的 一 粗 对 应 于 最 小 特征 信 Xx， 首 
SAE (20, 40, 100)' DECRETA va 而 计算 出 了 dyes DUE Py. AK, ERE 
学 two RN S RPAH. Dba aa, Re SFI vy 万 
Eln BEXRE—™A, PRS 

4—0.121, 1Z4,—0.129, 1H-—0.121, (39,6) 
Hi Ext) se en, 0.121«2,«0.129, PO SEY p HAE n] E 2s 
$-(16.5,48.5, 100), gE ot hr 得 到 xg —0. 1287165, Ee 


BaP). 


”其 区 的 家 是 关于 M DUE, 由 类 似 的 计算 得 到 
1.21—23,«1.24, 出 一 人 2 100, —26j', 

Hoe ABE, Ap =1. 212196, 

对 于 As th AEP AAT SE. | 

3) EARE FREE 以 下 讨论 * 变 分 法 及 其 应 用 $70 

的 雇用。 在 .上述 的 包含 定理 中 ,的 范围 显得 过 寅 ,因而 以 下 喜 图 
KEES. An 只 葵 由 了 和 的 上 确 界 ,在 本 定理 中 将 答 出 它 的 下 确 
m. | 

O dpi $241 中 世 办 出 了 本 定理 的 这 用 。 


-一 一 小 a 
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4d 39.1 
zd x d Ua 1x) n Ua J FITUS ) d My J (Fara) 
1 6 —3 | 0 
9 1 15 —0.925 
D | -05 | 4 0.25 
H TESI fy ! Ug I. fy | Va I3. Is 
20 40 3 | 40 -—10 -0.25 | 100 415 0.15 
20 20 1 50 5 oi | wo 12.5 0.125 
17 9 0.118, 60 8 0.18 io0 19.5 0.135 
17 4 0,985 | 49 6.5 0.153 100 12.28 0.1225 
| 
16.53 1 0.081| 49 7.0 0.143 i00 42.95 0.1225 
16.5 82 0.121 48.5 6,25 0.129 


100 12,18 0.1213 


ü —200 — on | 100 180 1.6 à 0 —25 — cn 
| 40 40 10 | 190 do 1.1 | 0 —25 -o 
AG 40 i0 | 100 120 1.2 —28 —20 1.5 
42 52 1.24 . i090 118 1.18 —90  —80 1.8 
42 52 1.24 | doo igi 1.21 —-7& -31.5 1,91 
. 1.21«4«;1.24: (42,100, —20) 
«ar A E RIV > § 70 的 (0. 10), (70. 二) 就 是 过 个 定理 ， 
Fi BB SS HB e e 
e^ T - 
— eh SAP --———-——— 
KR iz m HUE 
Aga Àn j Apo Ai] , 
Hoy BiH (89.7) 
U t 
gi, MEO) CHE). —M. 
au BY 


在 此 很 定 , 特征 值 Ay 不 是 进化 的 @ , An 和 A, HERE, 而 且 Ay 
Agua. JSR A, 的 两 个 邻接 的 特征 值 A; 3, Ase 已 知 时 ,让 用 
此 式 就 可 以 抬 A, Pete Be, Bib, Sapa eT Ae 
合 起 来 就 可 了 。 | 

O GEE XE TUM ROS MOT RGB hay (degenerate) ,一 一 送 首 法 


Piei è LF o l.-—- 


8$ 40 PE AL EA SHREK AT 


iS eA SAME PRIMI 0.1215:24,-50. 129, 4r 24720. 125, FE — 
求 得 的 Aa ER 6.4.7.8, 由 此 取 24— 7.1, STR X, Bm x rr 
是 二 (0.42, 1.00, 0.26), HERE — 
Ap= 1.212196,  :3—0.000051, 


因此 4; 18 (39. 7) SEIT 
1.212146 -<29<1. 212205, 


Sais ony 1.21«34«1.29 FOB RI REE) T - 
对 于 j=l, 即 对 于 最 小 特征 值 ， xn SBE ERE. 
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最 后 TEX dE fi 3] Bl, Re EL — TF BA 8 Fe 
BUYER ABTS, GSE BACAR EO gs Be Ae ek 
sr eUL— — 8 Rit Beri 也 TL-MarE-II 放 算出 来 的 ,这 样 也 就 可 
以 看 到 ,目前 日 本 可 以 进行 计算 的 程度 个 。 

at ACE Su] sc iz ME PP RAR An Ed 
40.1 所 示 , 其 中 的 反射 体 是 轻 水 。 
ROPE ZK 3à E EE F 5e MEE. 不 
RAGBiE4E foe RaR, 而 是 根据 
Selengut-Goertzel AREY) sh BER LA 
TERCH RY. RPS RE X 
Ffr lethargy 中 中 子 东 AP 
HBA, 而 p Æ lethargy u 和 位 
mft. DHURIA 4 BE 图 40.1 
745-30 3838 Caulti-group method) 6 Jn T1283E , RRB FAS 
E: 


O Gt SAE Sa: SERRE ate AS Be 
ET bE HE) IR Ae a, 1, 4, py. 1218, (1857), 
O A EE BF, D. TT. AREYERA ee (1955) , 


178 ETA REAR A MUR: 
aga — Bp, = Ors +2, 
SS Fe, (i=1, 2,3, 49, | 

jzi 

其 中 o. EERE S] SEL i 中 在 单位 lethargy 中 的 中 子 东 

MAPS, Ao D C dEIÉEHEXIBDES, 吸收 截面 积 , SOCDOKÉDUE 

B HEU ERASER ee RB, n FE SE Tem ee, 

F, ERARA lethargy 决定 的 系数 ,每 个 系数 在 堆 心 和 反 

EAA A RP. A n] h 5 Me BIS hn He 40.1 


(40.1) 


Bir SAS AE SEE P 
= 40.1 
Ai 0.2469 0.4662 1.454 0.1281 
HÉ . B 5.985 2.967 7 .838 0.1749 
i C, 0 0,2460 0.4680 1.821 
PA 、 A 0.8997 0.3003 0 0 
F, 0.0006005 —0.0008058 0.08874 0.09291 
Ay 0.2468 . 0.4679 1.348 0.01809 
A Bi 6.182 3.018 7.969 0.1833 
at Ci 0 0 2466 0.4678 1.831 


v SEER BE BC D TIR GS Be, 按 使 用 的 燃料 而 取 确 

定 的 值 (fe RAT RTT v=2.46), S 是 表示 由 于 裂变 而 产生 的 中 
子 空间 分 布 的 发 生 项 。 叉 i 一 4 表示 热 中 子 的 能 量 级 。 

Pt 是 处 处 有 限 的 而 且 不 能 为 偶 ， 此 外 还 必需 满足 下 列 过 界 条 


tr: 
a. FER BRAS WU E, =Ü, | 
b. 在 玲 心 和 反射 呈 的 界面 上 ， 
Lodo DEM [BV qu], -o LB, Vg) retia 
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( 式 中 ro, 22. RUSHED EA.) X6 EXIAREARTE FR 
(40.1), RAPE v HUE esa v. 时 o, DUE SERERE, ONCE 
BR, v. ASX — RIC, TOE, 的 o. ERENS., A 
ATER A iv. Gv 一致 时 , RMP ER ae 
(IRA PRISER OPH ER, 4 r>r int BF Oe aS RR 
kx TY ho NE POUR B rp a Xp THe, 
4 yv, lb, PRR ER, MEAERENÆRT 0, v/v 3€ 
E HET SRI rh 3-164 A, AA 
xt. | 
通常 ,临界 发 算 的 目的 在 于 ,关于 答 定 的 尺码 与 燃料 组 成 求 出 
v. 35 po WE r 与 > 没有 一 致 到 所 希望 的 范围 灸 内 ，, BAe 
有 反应堆 的 尺码 和 燃料 组 成 而 重新 计算 , 这 样 反复 下 去 一 直到 r 与 
v 一 致 到 所 希望 的 程度 为 止 。 在 目前 的 情形 ， 由 于 临界 状态 的 反 
DUE p a VERAS HELL EL ETE 6E , 因此 , 问题 在 于 确定 , 计算 出 的 
v, 以 怎样 的 精确 度 与 一致。 

这 问题 的 解法 大 体 上 可 以 进行 如 于 :首先 ,作为 第 0 近似 假定 
出 8 的 空间 分 布 , 那么 , 在 (40.1) 中 合 5 一 1 所 得 的 方程 成 为 关于 


= 


oh 


| 
= P 


ERR RRR 
jit tT LLLI. 
ALL eee 
-HH 
ERE 
(EET tty 
AIL LLLLLLLL 
BREEN 
JLLLLLLLLLÀ 


fe p —-3 
he pA Ge ee VIO =i L5 oL 
IIilililbt. 
BENE 

Sil 
ESERSE 

EN 

EN 

BEN 

NEN 

dli 

d 

peti tt 


= 
| d 
inna 
—" 
he 
p 
pt 


A" 


180 | fae 7 GE ERU A 
v; WIRES A E, Dot 8) Efe Kok 8930 SR IF TRR. 

BaF A Bi P5] eS 4s AE es, TPE 
自 变量 了 和 ?的 Laplace AF, lb, 考虑 到 对 称 性 , K r-e 坐标 
的 二 维 区 域 如 图 40.2 那样 分 成 195013 个 网 格 ， 发 7 方向 的 步 长 
y hit FARRA fh, 那么， 例如 对 于 在 一 般 网 点 (m， ^) 的 
pP, URB 


Vg (an, n) = Waid Ve (mH, m) 
+ 一 二 3 ead, m) +e pin, m+) 


tg. m-—1 —(2 ET m) Le 

(40.9) 
通过 这 样 的 代 换 ， 就 得 到 关于 piu 169 ICRI ARR, JH 8 52 gm 
Why Liebmann 加 快 大 代 法 解 这 方程 租 ， 得 到 第 一 近似 10. i 
芝 4~6 玫 的 迭代 大 体 上 就 改 艇 了 。 每 次 近代 胸 需 要 工 小 时时 疝 。 
得 到 pi? 后 ， 类 似 地 可 以 求 得 OP, p,p, PIRRE 
4~6 次 的 迭代 。 由 这样 得 到 的 SUD WES LPP, aE 
值 与 最 初 假定 的 分 布 SY 成 比例 ; 那么 , SO RENS HG, He di v. 
是 特征 值 ， 但 一 般 膏 来 不 成 疆 例 。 因 此 ; 例如 可 以 重新 假定 分 布 

SO dmn TR: | 
Se 23 Feo, yP = | Sodo / [cer Qj ide. (40.8) 

A 

orp BIG EYE Hb LAVA BBL, di WHICH Ioas ZETA TRE 
值 方法 积分 。 DAPET SUO HIMFR of” (— 1, 2, 8, 
4) ,而 计算 zd 和 8， 重复 上 述 的 过 程 一 次 到 相 今 接 的 两 个 3% 


0 — Xf ESSERE BiU AER el, EFS LE RB ca RE, 
d nii. Shortley fy dae (137 EOD .9Pp 5 G. M. Roe: RAPL-960, Knolls 
Atomie Power Laboratory, 1954, 


640 (BL EETS TET C nv ES SERERE 181 
SO) 的 分 布 一 致 为 止 。 此 时 vf? 戌 为 特征 值 , 而 oO? 81H 
中 子 保 的 牙 布 。 
实际 上 , HF WOR, SEF 8 JET 4 RR 
T. B ERELBRBSEPRCT- PERI RIRIA 60 小 时 。 
按照 这 样 算得 的 畏 果 ，8 和 Se 在 堆 心 和 反射 朗 交 界 的 楼 
部 变动 最 大 , HOG, 变动 少 的 地 方 在 1 多 EXT. 这 种 状态 大 
体 上 可 以 认为 是 满意 的 。 双 v= 2.496, 对 于 实验 所 得 的 什 
> 一 2.46， 有 效 寺 殖 倍数 为 /=0.9855， 与 实验 值 的 误差 焊 为 
1.5%, | 
38 10 BE firey 10 EXC, CLE ee ER BEBE E GA EROR C] C 
点 的 移动 可 以 到 £19 BO SE EXy— T 8E, Mark- 具有 
200 个 “ 辞 "的 记忆 容量 。 在 其 他 国家 中 , EAE Mark- 不 能 
FULL ARABICA RA EL, AE 
uu Sho RT a TE AL, Padi, BET SE 
算 速 庆 容量、 分 和 数 、 RRS AE BURA Mark- 
计算 机 能 进行 如 上 的 计算 ,而 且 得 到 相当 精密 的 值 ,实在 是 值得 重 
E. ^ 
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RIEGO ESE ARAA R ORAP), 

PRA G: AA AAE UG RA HS) ， j 

MEERA. SESH RCRA CRAT. 

Aoi XERIORRTÓEDBL OAR). 

C. Lanczos: Applied Analysis (Prentice Hall, 19560), 539. CHRE, RA 
ERF § 18 (MUR DUROS Ro] MO GUT MERDA (EE 18 的 注 ) 。] 


tx n au 


= 


RO OO ROR 


SORA 4 80 JRE PER. TEA A, 
eG E. EBC Bl PL BS a RY, — 2 TEE A Ee 
(如 积分 方程 、 报 线性 双 曲 型 方程 解法 等 ) 没 有 谈 到 ,有些 部 分 (各 
胡 释 近 亿 解法 等 ) 谈 得 过 于 简略 ;但 男 一 方面 , 则 有 些 部 分 \ 如 方法 
BR RR) EET A, EE BES) 讲 得 较 多 些 。 
PAVE Cf ll rfi P0] RC) 48 23 39 0 FEET BG AR AIP AT 


TE HESS IB — ARR, ET IRR 


RS HRS A IER, BP 01 5 BU v RO SEPA 
Rd dr UI 4 yes ae UPC E OL3EERIE DIXI A9 77 2E; uio Ref f 
BE fey Hg a Fe eB RES, RARES, 可 能 是 
(EFA x ROS T EBSA RES ES BT BIURUIR 
(EFL AT ACHE, FRG, ot BR a SK 
5 PF EF te CS MESE RL 
WEARDE METAR FES OR A ARRERA 
Ay Higa sy VRE, dh RI Le RE A GH BE 
| 4S EEA REBAR. 

原 书 所 鹿 举 的 参考 书 中 , 西 交 书 如 [3] ，[6] , [10145 35 CAR 5f 
925-4545 (有些 已 有 了 尾 泽 本 ) ,又 日 交 的 书籍 也 刻 举 了 ,但 这 些 书 
AB OIE H 3035) 在 国 办 不 容易 普遍 河 到 ， 而 且 原 书 中 也 深 
AE PMB, 所 以 下 面 再 补充 介 稻 几 本 常用 的 参考 


书 , 其 中 前 一 部 分 在 一 定 程度 上 可 以 作为 初学 者 的 基本 芯 本 (特别 


是 [外 等 的 内 容 是 非常 丰富 完备 的 ); 后 一 部 分 可 提供 对 寻 算 方法 


«^ 


ALL 


校 - 后 ”如 Tso 


中 某 些 方面 问题 有 兴趣 深入 钻研 的 读者 选读。 
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